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AZ ANALITIKAI FÜGGVÉNYEK ÁLTALÁNOS ELMÉ­
LETÉNEK ÚJABB FEJLŐDÉSÉRŐL *
(H u r w itz  A. előadása a zürichi math, kongresszuson.)
Az** analitikai függvények általános elmélete, melynek újabb 
fejlődéséről értekezni akarok, kétféle szempontból érdemli meg 
nagyobb érdeklődésünket.
Egyrészt a specziális függvények vizsgálatára szolgáltat általános 
szempontokat és segédeszközöket. E tekintetben csak az algebrai 
függvények és azok integráljainak elméletére, továbbá Klein, Poin­
caré és másoknak a lineár transzformacziókkal önmagukba transz­
formálható függvényekre vonatkozó újabb vizsgálataira, valamint 
az algebrai differencziálegyenletekkel értelmezett transcendensek 
kiterjedt elméletére hivatkozom.
* Az előadás lényegesen változatlan alakban jelenik meg. Csak itt-ott javí­
tottam az előadás eredeti szövegén, főként a kongresszuson részt vett szak­
társakkal való megbeszélések alapján. Ha mindennek daczára, még mindig 
mutatkoznak hiányok egyes részletekben, különösen a miatt, hogy egyes fon­
tos dolgozatok kikerülték figyelmemet, a mit igen valószínűnek, sőt majdnem 
bizonyosnak tartok, az idevonatkozó irodalom rendkívül nagy terjedelmére való 
tekintettel, bizonynyal némi elnézésre számíthatok. Az anyag behatárolása 
tekintetében, a mi a dolog természete szerint bizonyos fokig tetszőleges volt, 
az volt az óhajtásom, hogy leginkább azokat a pontokat beszéljem meg, a 
melyek az általános számtan (Grössenlehre) alapelveivel közeli vonatkozásban 
vannak. Egyébként az anyag lehető megszorítására már az a körülmény is 
kényszerített, hogy az előadásra csak szűkre szabott idő állott rendelkezésre. 
A szöveghez kimerítő irodalmi jegyzéket, valamint nehány jegyzetet fűztem, 
a melyek az előadásban érintett pontokat tovább fejtik és megvilágítják.
** Hurwitz A. a zürichi műegyetem tudós tanára lekötelező készséggel en­
gedte meg e felette érdekes és tanulságos előadásának magyar nyelven val 
közlését; fogadja ezért e helyen is hálás köszönetünk kifejezését. Szerk
Mathematikai és Physikai Lapok. IX. 1
BEKE MANÓ.
Másrészt az analitikai függvények általános elméletének önálló, 
ismerettani fontossága van. Elvezet minden mathematikai vizsgá­
lat elvi alapjaihoz és megerősíti itt azokat az alapokat, melyeken 
az egész analízis nyugszik.
Tárgyalásaimban különösen az általános függvénytannak ezt 
az oldalát fogom kidomborítani. Azt hiszem ugyanis, hogy ezek az 
elvi fontosságú kérdések a függvénytannal foglalkozók szűk körén 
túl terjedő érdeklődést is kelthetnek.
Az analitikai függvények elméletén tulajdonképpen kétféle elmé­
letet értünk: a CAUCHY-RiEMANN-félét és a WEiEPSTRASs-félét.
Lényeges eltérésük abban van, hogy a függvényfogalom külön­
böző értelmezéséből indulnak ki. Minthogy a W E iE R S T R A S s-fé le  
értelmezés elemibb jellegű, ezzel kezdem elmélkedésemet.
Lagrange az ő «Théorie des fonctions analytiques»-jében azt a 
hamis tételt akarta bebizonyítani, hogy minden folytonos függvény 
hatványsorba fejthető. Weierstrass megfordítva azt mondja: 
«analitikainak» nevezem azt a függvényt, a mely hatványsorba 
fejthető. Ez a megállapítás természetesen még pontosabb kifeje­
zésre szorul. Teljesen szigorúan nem annyira az értekezéseiben, 
mint inkább egyetemi előadásaiban fejtette ki Weirstrass az ő 
függvényfogalmát és pedig a következő módon :
A komplex 2 változó értékeit a szokásos módon mint egy sík 
pontjait állítjuk elő. A z-—a pozitív egész hatványai szerint 
haladó sor egy bizonyos körön belül összetartó, melynek közép­
pontja a. Mellesleg megjegyezzük, hogy e kör sugara a hat­
ványsor együtthatóitól egyszerű módon függ, a mint azt már 
Cauchy 1 kifejtette, mely összefüggés Hadamard 2 lévén, a ki azt 
CAUGHY-tól függetlenül újra fölfedezte, szélesebb körökben isme­
retessé vált.
W eierstrass most két hatványsort vizsgál, melyeknek össze- 
tartási köreik excentrikusak, de közös területrészök van. Ha e 
közös rész minden pontjában a két hatványsornak ugyanaz az 
értéke, akkor egyik hatványsor a másikának közvetetten folytatása. 
Általában valamely hatványsor folytatása egy másiknak, ha az 
egyik kezdő-, a másik pedig végső tagja a hatványsorok egy véges
3sorozatának, a melyek közül mindegyik az előzőnek közvetetlen 
folytatása.
Ha egy megadott hatványsorból indulunk ki és azt összes foly­
tatásával egy rendszerbe foglaljuk össze, akkor megkapjuk azt, a 
mit Weieb strass a hatványsorok mono fjen rendszerének nevezett. 
Ilyen rendszer a complex z változónak meghatározott függvé­
nyét létesíti, azaz z változó értékeihez meghatározott. f(z) kom­
plex számértékeket rendel. Tekintsük ugyanis a z-nek egy meg­
határozott értékét; akkor a rendszer mindama hatványsorának, a 
melynek összetartási köre a z pontot magában foglalja, meghatá­
rozott /'(z) összege van. Ha a rendszer e különböző hatványsorai­
nak megfelelő f[z) értékek mindannyian megegyeznek, akkor az 
f(z) függvény az illető z értékre nézve egyértékű, ellenkező esetben 
több értékű.
Weierstrass szerint a függvény analitikai, ha az itt vázolt mó­
don a hatványsoroknak egy monogen rendszerével értelmez­
hető.
Miként látjuk, a hatványsorok monogén rendszerének a fogalma 
a primär fogalom; ezen épül fel a függvény fogalma. Megjegyzem 
különben, hogy Méray franczia mathematikus3 WEiERSTRAsstól 
függetlenül, az analitikai függvénynek ezzel lényegében megegyező 
fogalmát állapította meg.
Az analitikai függvény ez értelmezéséhez a fontos kérdések­
nek egész sora fűződik. Egyelőre csak egyértékű függvényekre 
tekintek. Ha van egy monogén rendszerrel értelmezett analitikai 
függvényünk, akkor a komplex számsik pontjai két csoportba 
sorozhatok. Az elsőbe azok tartoznak, a melyek a rendszer vala­
melyik hatványsorának összetartási körébe tartoznak, a másikba 
pedig a többi pontok. Az első osztályba sorozott pontok összessége 
alkotja Weierstrass szerint a függvény folytonossági tartomá- 
* nyát* Itt felmerül ez a kérdés:
Az egyértékű analitikai függvény folytonossági tartományára 
nézve minő lehetőségek vannak ?
Hogy erre a kérdésre pontosabban felelhessünk, a pontsoka­
ságok tanából kell nehány dologra figyelmeztetnem. Képzeljünk
1*
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egy pontsokaságot a számsíkon vagy a gömbön, a mely a síkra 
stereographikusan van vonatkoztatva. A síknak egy tetszésszerinti 
pontja e sokasággal szemben háromféleképpen viselkedhetik. 
Vagy alkothatunk a pont körül oly kört, melynek belsejében levő 
pontok mindannyian a pontsokasághoz tartoznak. Ekkor az illető 
pont a sokaság belső pontja. Vagy pedig alkotható az illető pont 
körül olyan kör, melynek belsejében egyetlen egy pontja sincs a 
tartománynak. Ekkor az illető pont a sokaság külső pontja. Végre 
lehetséges, hogy a felvett pont körül alkotható minden kör belse­
jében legalább egy olyan pont van, mely a sokasághoz tartozik, 
valamint legalább egy olyan, mely nem tartozik a sokasághoz. 
Ekkor azt mondjuk, hogy az illető pont a sokaság határán van.
Az egyértékű analitikai függvény folytonossági tartománya, mi­
ként könnyen belátható, mindenesetre oly pontsokaság, mely kizá­
rólag belső pontokból áll, mely továbbá önmagában összefügg, a 
mivel azt fejezzük ki, hogy a sokaság bármelyik két pontja közé 
lehet véges számban a sokaságba tartozó pontokat közbeiktatni 
oly módon, hogy két egymást követő pont távolsága kisebb legyen 
egy tetszés szerinti kis mennyiségnél.
Nevezzük azt a pontsokaságot, melynek e kettős tulajdonsága 
van, röviden kontinuumnak, akkor úgy mondhatjuk, hogy az egy­
értékű analitikai függvény folytonossági tartománya kontinuumot 
alkot. Az előbb fölvetett kérdésre a felelet olyan, hogy abban a 
folytonossági tartomány jellemző vonása meg van jelölve. Érvé­
nyes tehát a következő té tel:
Ha adva van egy tetszésszerinti kontinuum, akkor mindig léte­
zik olyan egyértékű analitikai függvény, melynek folytonossági 
tartománya az adott kontinuummal azonos.
Ezt az alapvető fontosságú tételt legelőször Mittag-Leffleb 6 
bizonyította be abban az értekezésében, a mely az analitikai függ­
vények előállítására vonatkozik. Runge 6 és később Stäckel 7 igen 
egyszerű elemi utón bizonyították ugyanezt a tételt.
További és mélyebb kérdésekhez vezet ama pontok vizsgálata, 
a melyek a folytonossági tartomány határán vannak. Ezek a szin­
guláris pontok maguk is pontsokaságot alkotnak, a melynek
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alkotása az egyértékű függvények legfontosabb osztályozási alap­
jául szolgál.
Weierstrass 1876-ik évi «Az egyértékű analitikai függvények 
elméletéhez» czímű klasszikus értekezésében fejeztetik ki először 
teljes határozottsággal ez az osztályozási elv. Ez után Guichard 8 
és később a legnagyobb általánosságban Mittag-Leffi.er foglalko­
zott a tárgygyal a már említett értekezésében.
Az egész tárgyalás alapjait CANTOR-nak9 a pontsokaságra vonat­
kozó tételei alkotják, a melyeket a függvénytani alkalmazásokra 
való tekintettel Bendixon 10 és Phragmen 11 több tekintetben ki­
egészítettek.
Ez tételeknél a CANTOR-féle transfinit számok fontos szerepet 
játszanak. Azért tehát ez számalakzatokkal, melyek a közönsé­
ges egész számok fogalmának lényeges általánosításai, foglalkoz­
nom kell.
Tekintsük a közönséges egész számokat, akkor észreveszszük, 
hogy az egyiktől a másikhoz való átmenet az egység hozzáadásával 
eszközöltetik. Az egységnek ez hozzáadását nevezzük első alkotó 
elvnek. Ez első alkotó elv folytatólagos alkalmazásával keletkezik 
a közönséges egész számok sora a sorozat elején álló számból, az 
1-ből. A közönséges egész számoknak az 1-ből való előállításával 
egyelőre az első alkotó elv alkotó képessége teljesen kimerül. Hogy 
a közönséges egész számok során túl is lehetővé tétessék a szám­
lálás, egy második alkotó elvre van szükségünk.
Ez a következő : Képzeljük a tárgyaknak bizonyos mennyiségét, 
a melyek egy bizonyos sorrendben adatnak, de úgy, hogy legmaga­
sabb rendű ne legyen közöttük. Ezen tárgyak összességét, mint új 
fogalmat vezethetjük be a tárgyalásainkba. Ha már most az ere­
detileg adott tárgyakat, mint közönséges egész számokat jelöljük, 
akkor ezt az új fogalmat szintén egész számnak, és pedig a közvet­
len magasabb egész számnak nevezzük. Ezt az eljárást, melylyel a 
már meglevő egész számok végtelen sorából, melyek között leg­
nagyobb nem volt, egy új egész számot alkottunk, nevezzük má­
sodik alkotó elvnek. így szolgáltatja a közönséges egész szá­
mok sorának fogalmi összefoglalása az első túlvéges (über-
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endlich) számot co-1, mely tehát a közönséges egész számokhoz képest 
a közvetlen nagyobb szám. Ez co egész számnak a második alkotó 
elvvel való megteremtése után ismét az első alkotó elv lép műkö­
désbe és az egész számoknak co-hoz csatlakozó o + l ,  « +  2, <u+3,.. 
sorozatát létesíti. Minthogy pedig a közönséges egész számoknak, 
valamint a hozzájuk csatlakozó co, ru+1, « +  2 , . . .  stb. számok 
sorozatában legnagyobb szám nincsen, megint a második alkotó 
elv lép életbe, a mely a közvetlen nagyobb, legczélszerűbben 
co. 2-vel jelölhető egész számot szolgáltatja. Ehhez csatlakozik az 
első alkotó elv révén az co. 2 + 1 , co . 2 +  2 , .. .  számok sorozata. Ily 
módon keletkezik az első és második alkotó elvek egymásba kap­
csolódása révén a véges és túlvéges számok határtalanul kiterjedő 
sorozata.
Figyelemre méltó már most, hogy ez számok rendszerében 
természetes bevágások vannak, a melyek által meghatározott 
számosztályokba oszlik.
Legelőször is a közönséges véges számokat tekintjük egy osz­
tályba, az első számosztályba tartozóknak. Ha már most egy te t­
szésszerinti túlvéges a számot tekintünk, akkor lehetséges, hogy 
az a-nál kisebb számok az első számosztály számaival megszámlál­
hatok, vagyis az a-nál kisebb számok és a közönséges egész szá­
mok egymásnak egyértéküen, megfordíthatóan megfeleltethetők. 
Azon túlvéges számok, melyeknek ez a tulajdonságuk van, alkotják 
a második számosztályt. A második számosztály számai oly soka­
ságot alkotnak, mely az első osztály számaival nem számlálható 
meg. Ezen a tényen alapszik a harmadik számosztály értelmezése 
s. i. t.
Ezeket az általános meghatározásokat alkalmazzuk a pontsoka­
ságok elméletében. Egyszerűség kedvéért csakis a gömbön levő 
pontsokaságokra szorítkozom.
Ha ilyen pontsokaság P végtelen sok pontot tartalmaz, akkor, 
miként ismeretes, vannak határhelyei, azaz vannak olyan pontok 
a gömbön, melyeknek bárminő kis környezete is végtelen sok pont­
já t tartalmazza a pontsokaságnak.
E határhelyek összessége alkotja a P' pontsokaságot, melyet
C a n t o r  szerint a P  pontsokaság leszármazottjának nevezünk. Ha a 
P  sokaság csak véges számú pontot tartalmaz, akkor nincsenek 
határhelyei. Ekkor a leszármazottja P' zérus.
Ha a P ' minden pontja az eredeti P-hez tartozik, akkor a P  
sokaság «zárt». Elégséges, ha csak ilyen sokaságra vagyunk tekin­
tettel, mert az egyértékű analitikai függvény szingularitásai mindig 
zárt sokaságot alkotnak. (Más szóval: a szinguláris pontok minden 
határhelye szintén szinguláris pont).
Legyen már most a gömbön egy zárt P  sokaság. Ennek leszár­
mazottja P ', ezé P", ezé P '"  s. i. t. Ily módon a Psokaságból a 
sokaságok egész sora:
P ' P " , P '" . . .
keletkezik.
És most foglaljuk össze azokat a pontokat, a melyek e pont­
sokaságok mindenikében foglaltatnak. Ezek megint oly pontsoka­
ságot alkotnak, melyet P u-val jelölhetünk, a hol aj az első túlvéges 
számot jelenti, P "  leszármazottját jelöljük P “+1-gyel, ennek a le­
származottját P “+"2-vel s. i. t. A P, P ', P " , . . .  P m, P ul+1, P 0^ 2, . _. 
közös pontjai ismét pontsokaságot alkotnak, melyet P “+1-vel jelö­
lünk s. i. t. Látható, hogy ennek az eljárásnak folytatása révén 
minden véges, vagy túlvéges a számhoz egy meghatározott P (“> le­
származott tartozik. (Nincs kizárva, hogy egyik leszármazott és az­
után természetesen minden következő is zérussá válik). A függ­
vénytanban ÜANTORnak a következő két tétele szerepel:
1. Ha a P  zárt pontsokaság megszámlálható, akkor van mindig 
olyan P a, a mely véges számú pontból áll. Az a vagy az első, vagy 
a második osztályba tartozó szám.
2. Ha a zárt P pontsokaság nem megszámlálható, akkor a P  
leszámaztatottjai között nincs egy sem, a mely véges számú 
pontból állana. De van olyan első, vagy második osztályba tar­
tózó a, melyre nézve P (a) a P la+1)-gyel identikus.
Ez a P “ leszármazott sokaság úgynevezett perfekt pontsoka­
ság, azaz olyan, a mely nem csak valamennyi határhelyét magában 
foglalja, hanem a melynek minden pontja egyúttal határhely.
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A Cantor féle tételek értelmében az egyértékű analitikai függ­
vényeknek két nagy osztályát különböztethetjük meg:
Az egyik osztályba azok tartoznak, melyeknek szinguláris pont­
jai megszámlálható sokaságot alkotnak; a másikba pedig azok, a 
melyek szinguláris pontjai meg nem számlálható sokaságot alkotnak.
A MiTTAG-LEFFLER-féle tétel bizonyításánál használt módszerek­
kel sikerül az első osztályba tartozó függvényeket oly egyszeresen 
rendezett összeggel előállítani, melynek minden tagjának csak 
egy-egy szinguláris pontja van, még pedig olyan, a mely egyúttal az 
előállítandó függvénynek is szinguláris pontja. A második osztályba 
tartozó függvények esetében ez nem lehetséges. Ebben az esetben 
csakis azt tehetjük, hogy az előbb említett összeg levonásával 
bizonyos szinguláris pontokat eltávolítunk. A megmaradó különbség 
olyan függvény leend, melynek szinguláris pontjai a Cantor-féle 
tételben említett perfekt P (a) sokaságot alkotják.
Az analitikai előállítás tekintetében azok a függvények, a me­
lyeknek szinguláris pontjai perfekt sokaságot alkotnak, irreducibilis 
jellegűek. E függvények egyébként még egy más módon is jelle­
mezhetők. Valamely szinguláris pont ugyanis vagy szinguláris pon­
tok határhelye, vagy nem az. Az utóbbi esetben az illető szinguláris 
pont «izolált». A szóban forgó függvények már most úgy jellemez­
hetők, hogy azoknak nincsen isolált szinguláris pontjuk.
Az egyértékű függvények analitikai előállításánál Weierstrass 
észlelt legelőször olyan körülményt, melyet röviden érinteni akarok, 
mert egész sereg újabb dolgozat foglalkozik vele. Könnyen hihet- 
nők, hogy oly összetartó sor. melynek tagjai raczionális függvények, 
mindig egyetlen egy analitikai függvényt értelmez. Ue nem így van 
a dolog, hanem ellenkezőleg, vannak olyan sorok, melyek külön­
böző tartományokban teljesen különböző analitikai függvényeket 
értelmeznek.12
Egy másik tünemény, melyet szintén W eierstrass vett észre, 
abból a már említett tételből következik, hogy minden kontinuum- 
hoz tartoznak analitikai függvények. Azt a tüneményt értem, hogy 
vannak függvények, melyeknek természetes határuk van, azaz 
olyan függvények, melyeknek folytonossági tartománya e tartomány
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határát alkotó szinguláris pontokkal együtt, nem tölti be az egész 
gömböt. Didaktikai szempontból kívánatos, hogy ismerjünk ilyen 
függvényeket. E kívánságot egész sor dolgozat elégíti ki. melyek 
leginkább ezen függvényeknek specziális osztályára vonatkoz­
nak.18
Tekintsünk oly véges összetartás! körrel biró hatványsort, mely­
nek e körön túl nincs analitikai folytatása. E hatványsorral 
értelmezett függvény folytonossági tartományát ezen összetartási 
kör belseje alkotja; a függvény szinguláris pontjai pedig a kerület 
pontjai. Egyébként hatványsorokra vonatkozó dolgozatok alapján 
azt kell képzelnünk, hogy bizonyos tekintetben az összetartási kö­
rön túl is folytatható hatványsorok a kivételt, a nem folytathatók 
ellenben a szabályt alkotják.14
Térjünk vissza az egyértékű analitikai függvények osztályozásá­
hoz. Beosztottuk őket a szinguláris pontok alkotottá pontsoka­
ság természete szerint; közelfekvő gondolat, hogy további osztá­
lyozás czéljából a függvénynek a szinguláris pont körüli maga­
viseletét tekintsük. Az első kérdés az, hogy melyek azok a jellemző 
eltérések, a melyek a függvénynek a szinguláris pont környezeté­
ben való magaviseletében mutatkoznak?
Tekintsünk először is egy izolált szinguláris pontot, akkor a vál­
tozónak a szinguláris pont felé közeledésekor kétféle magaviseletét 
tanúsíthat a függvény; vagy minden határon túl nő a függvény- 
érték, bárminő irányban történjék is a szinguláris ponthoz való 
közeledés, vagy nem.
Az első esetben a szinguláris pont, miként ismeretes, pólus, 
vagy más névvel «lényegtelen szinguláris pont», a második esetben 
pedig «lényeges».
Képzeljünk az izolált lényeges szinguláris pont körül oly kört, 
mely más szinguláris pontot nem tartalmaz, és figyeljük meg azokat 
az értékeket, a melyeket a függvény ezen kör belsejében fölvesz. 
Pi card egyik klasszikus tétele szerint csak két eset lehetséges : a 
függvény vagy minden értéket felvesz e körön belül, vagy pedig 
minden értéket egyetlen egynek kivételével.
Ezen tételt Picard a modulfüggvények segítségével bizonyítja.
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E tétel egyszerűbb eseteit Hadamard és Borel elemi segédeszkö­
zökkel bizonyították. 15
A nem izolált szinguláris pontokra vonatkozólag a Picard téte­
lének megfelelő tétel nem ismeretes. Egyáltalában tudtommal az 
analitikai függvénynek a nem izolált szinguláris pont környezetében 
való magaviseleté még behatóan nem tanulmányoztatott. Mégis meg­
említhető egy idetartozó tünemény, mely Lerch egyik dolgozatából 
következik, melyet később Fredholm különösen kiemelt és Prings- 
heim kimerítően tárgyalt.16 Miként előbb emlittetett, egy véges 
összetartási körrel biró hatványsor, mely az összetartási körön túl 
nem folytatható, oly egyértékű analitikai függvényt értelmez, mely­
nek szinguláris pontjai az összetartási kör kerületének pontjai. 
Lehet olyan példákat alkotni, a melyeknél nem csak maga az ana- 
lytikai függvény, hanem egyúttal minden differencziálhányadosa 
is folytonos az összetartási körben, annak kerületét is ideértve.
A többértékű analitikai függvények értelmezési tartománya a 
gömböt, vagy annak valamely részét többszörösen, esetleg végtelen 
sokszorosan beborítja. E tartományok jellemző tulajdonságai még 
eddig nem tárgy altattak. Ezekre vonatkozólag legalább a követke­
zőt tudjuk :
Ha a 2 változónak bizonyos értékét tekintjük, akkor a végtelen 
sokértékű függvénynek a 2-hez tartozó értékei mindig megszám­
lálható sokaságot alkotnak. Ezen, CANTOR-tól közölt tétel bizonyí­
tásával Vivanti, Poincaré és Volterra foglalkoztak.17 E tételből 
következik, hogy valamely tetszésszerinti 2 pont környezetében min­
den végtelen sok értékű függvény Riemann módja szerint egyérté- 
kűvé változtatható az által, hogy a függvényértékeket végtelen sok 
levélen helyezzük el, melyek bizonyos meghatározott módon szá- 
moztatnak.
Poincaré még más eszmekapcsolattal is visszavezeti a több 
értékű függvényeket egyértéküekre. 18 Poincaré ugyanis megmutatta, 
hogy ha két komplex változó közül egyik a másiknak függvénye, 
akkor mindig előállítható mindkettő egy segédváltozó egyértékű 
függvényei gyanánt.
Ámbár a WEiERSTRAss-féle függvényelmélet az analitikai függ-
1 1
vényt, mint a számfogalom természetes általánosítását fogja fel, 
mégis kifogásolhatjuk ennél az értelmezésnél, hogy egy speczialis 
alakkal, a hatványsorral jellemzi az analvtikai függvényeket. Ez az 
ellenvetés a RiEMANNtól is elfogadott CAUcHY-féle értelmezést 
nem illeti. De a CAUCHY-féle értelmezésnek megint más baja van : 
ennél az elmélet szigorú megállapítása kezdettől fogva nagy nehéz­
ségekbe ütközik. Ennek a belső oka abban keresendő, hogy kezdet­
től fogva a határforgalomnak legnehezebb esetére van szükségünk. 
Cauchy és R iemann természetesen nem ismerték teljesen ezeket a 
nehézségeket. Csakis újabb szerzők foglalkoztak a Cauchy-Riemann- 
féle elmélet szigorú megállapításával. Kitűnt, hogy a CAUCHY-féle 
értelmezés, mely szerint valamely függvény analitikai — vagy mi­
ként Cauchy mondja — synektikus, ha egyértékű differencziálhá- 
hányadosa van, szigorúbb értelmezéssel helyettesítendő; talán így 
kellene értelmezni:
Synektikus a számsik valamely kontinuumára nézve értelmezett 
függvény, ha a kontinuum minden pontjában folytonos, ha úgy 
a növekvő abscissák, mint a növekvő ordináták irányában van 
différencziálhányadósa és ha e két differencziálquotiens minden 
pontban egymással megegyezik és ez a közös érték az illető konti- 
nuumban szintén folytonos függvény.
Ha Cauchy- és Riemannal a synektikus függvényt az által értel­
mezzük, hogy egyértékű différencziálhányadosa létezzék, akkor ter­
mészetesen mindjárt fölmerül a kérdés, hogy miképpen viselked­
nek ezek a függvények az integrálásnál ? Erre, miként ismeretes, a 
CAUCHY-féle integráltétel adja meg a választ. Ezt a tételt röviden, 
bár nem egészen pontosan úgy fejezhetjük ki, hogy a synektikus 
függvények nem csak egyértékű differencziálást, hanem egyúttal 
egyértékű integrálást is megengednek.
Sőt azt is megtehetjük, hogy a differenc-ziálás egyértékűségének 
követelése helyett az integrálás egyértékűségét választjuk az egész 
elmélet kiinduló pontjául. Ez Moreka 19 egyik érdekes megjegy­
zéséből következik, mely szerint az a függvény, mely egy kontinu- 
umban folytonos és minden zárt görbe mentén integrálva, zérust 
ad, okvetlenül a CAUcHY-féle értelemben synektikus.
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A Cauchy-féle integráltétel könnyen bizonyítható be abban az 
esetben, ha az integrálás görbéjéül bizonyos egyszerű vonalakat, pél­
dául kört, vagy derékszögű négyszög kerületét választjuk. Sok eset­
ben elégséges is ha csak ezen speczialis görbékre szorítkozunk; 
így pl. ha azt akarjuk kimutatni, hogy a Cauchy- és a Weierstrass- 
féle függvényfogalmak fedik egymást. De legtermékenyebb a 
CAucHY-féle tétel a maga teljes általánosságában és ennek a bizo­
nyítása nehézséggel jár. Újabban Falk, Goursat, Lerch, Jordan és 
Prtngshkim foglalkoztak a CADCHY-féle tétel kifogástalan bebizonyí­
tásával.20 A CAucHY-féle tételt a következőképpen fejezhetjük k i:
Ha az f(z) jüggvény valamely kontinuumban, melyben minden 
egyszerűen zárt görbe egy feliitetrészt teljesen behatárol, synek- 
tikus, akkor ) f(z)dz mindig 0, ha az integrálás egy, teljesen a 
kontinuumban fekvő zárt vonal mentén történik.
Ezzel kapcsolatosan azonnal a következő kérdések merülnek 
fe l: mi az az egyszerűen zárt vonal, s általában, mi a vonal, mi a 
zárt vonal és vájjon minden zárt vonal, vagy csak bizonyos zárt 
vonalak szerepelhetnek-e CAucHY-féle tétel kifejezésében?
Ezeket a kérdéseket már azért is szívesen fejtegetném, mert elvi 
fontosságúak. A következő meggondolásból indulok k i :
Egy P  zárt pontsokaságot úgy vonatkoztassunk egy másik zárt 
pontsokaságra Q-re, hogy a P  minden egyes pontjának a Q meg­
határozott pontja feleljen meg. A vonatkozásnak még a következő 
tulajdonsága legyen :
Ha a jP-ben levő A lt Az, A 3, . . .  pontoknak egyetlen A határ­
helyük van, akkor a (J-ben fekvő, megfelelő B x, B2, B3, . . .  pon­
toknak is egy meghatározott B  határhelyük legyen és az A határ­
helynek a B  határhely feleljen meg.
Ekkor azt mondjuk, hogy a Q sokaság folytonos vonatkozásban 
van a „Phez, vagyis a Q folytonos képe a Pnek.
A görbeiv közönséges értelmezése, a mely szerint ez oly pontok 
helye, melyek koordinátái egy valós változó folytonos függvényei, 
ezen fogalmi megállapítások után a következőként fejezhető ki :
Egy zárt pontsokaságot akkor nevezünk folytonos görbeívnek, 
ha egy egyenes köz folytonos képének tekinthető.
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Nem szabad elfelednünk, hogy a folytonos görbeív e fogalma 
nem egyezik meg azzal, melyet a szemlélet alapján szoktunk meg­
alkotni. Peano és Hilbert 21 tényleg megmutatták, hogy pl. egy 
négyzet pontjai az egyenes köz folytonos képének tekinthetők. 
A négyzet pontjai tehát a megállapított értelemben folytonos görbe­
ívet alkotnak. Természetesen a négyzet pontjai bizonyos meghatá­
rozott sorrendben gondolandók, a mennyiben éppen az egyenes 
köznek felelnek meg.
A egyszerűen zárt folytonos görbe fogalmát a következő meg­
gondolásokkal alkothatjuk meg:
A zárt Q pontsokaság a P  zárt sokaság folytonos képe legyen; 
de egyúttal a kettő közötti vonatkozás egyértéküen megfordítható. 
(Ekkor egyúttal a P  is folytonos képe a Q-nak).
Ha két pontsokaság ily módon egyértéküen, megfordíthatóan és 
folytonosan vonatkozik egymásra, akkor sequivalenseknek nevez­
zük őket és erre az aequivalentia fogalomra alapíthatom a pont­
sokaságoknak osztályokba sorozását. Két zárt pontsokaság ugyan­
abba vagy különböző osztályba tartozik, a szerint a mint aequiva- 
lensek, vagy nem. Mellesleg megjegyzem, hogy a pontsokaságoknak 
osztályokba sorozása az analysis situs legáltalánosabb alapja. Az 
analysis situs feladata, hogy az egyes osztályok invariánsait keresse.
Az egyszerűen zárt folytonos görbe oly pontsokaság, mely 
ugyanabba az osztályba tartozik, mint a négyzet kerületét 
alkotó pontsokaság.
Ehhez fűződik a következő alapvető tétel:
A síkot a benne levő egyszerűen zárt folytonos görbe két konti- 
nuumra osztja, melyeknek közös határa az illető görbe.
Kissé eltérő fogalmazásban állítja föl és bizonyítja be ezt a tételt 
Jordan az ő Gours d’ Analyse-jében, míg újabban Schoenfliess a té­
tel egy speczialis esetére szolgáltatott egyszerű bizonyítást.22
Miután a folytonos görbe és az egyszerűen zárt folytonos görbe 
fogalmait megállapítottuk, most már közelebbről kell meghatároz­
nunk, hogy a CAUCHY-féle tétel kifejezésében minő integráczió-gör- 
bék szerepelhetnek. E czélból a görbeiv hosszúságának fogalmával 
kell foglalkoznunk.
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Ha adva van egy folytonos görbeív, akkor kezdőpontjától egé­
szen a végéig haladó sokszögrészt Írhatunk beléje és azután a sok­
szögrész csúcsait a görbeiven mindenütt sűrűvé (überall dicht) tehet­
jük. Ha a sokszögrész hossza e közben mindig ugyanahhoz a határ­
értékhez közeledik, akkor ez a határérték az ív hossza; ekkor a 
görbe ive kiegyenesíthető. Ellenkező esetben a görbeívnek nincs 
hossza, nem egyenesíthető ki.
Ezt az értelmezést választotta kissé korlátoltabb görbefogalom 
esetében az oly korán elhalt Scheeffer a görbe vonalak ívhosszára 
vonatkozó vizsgálatai alapjául.28 Du Bois-Reymond Pái, kifogá­
solta ezt a Scheeffer-féle értelmezést.24 Úgy látszik, nem volt 
igaza. Mert a mathematikai fogalomalkotás birodalmában az álta­
lánosításnak csak természetes, nem pedig mesterséges akadályok 
előtt kell megállapodnia. És az a tény, hogy a bővebb fogalom­
nál a szőkébb fogalom egyik másik tulajdonsága hiányzik, nem 
teszi lehetetlenné az elsőt, hanem ellenkezőleg a dolog természe­
tében rejlik.4'
A CAUCHY-féle tétel mindenesetre érvényes, ha az j f{z)<1z ki­
egyenesíthető görbe mentén végeztetik, melynek kezdő- és vég­
pontjai egybeesnek. Ezt teljesen szigorúan Jordan bizonyította be.
A CAUCHY-féle tételnek elemi bebizonyítását közölte újabban 
Pringsheim. 25 E tárgyalásainál Pringsheim más, specziálisabb 
görbe fogalmat választ kiinduló pontul. Megjegyzendő azonban, 
hogy PRiNGSHEiMnál az integráczió-görbe szintén az előbbi érte­
lemben kiegyenesíthető, folytonos görbe.
Az analitikai függvény GAUCHY-RiEMANN-féle értelmezésének 
egyik előnye abban van, hogy a felületek konform leképezésének 
fontos és érdekes tárgyalására vezetett. Hiszen ismeretes, minő 
fontossága van a RiEMANN-féle függvénytanban annak a tételnek, 
hogy van egy és lényegben csakis egy analitikai függvény, mely a 
komplex számsik valamely egyszerűen összefüggő részét egy másik 
ilyen részre leképezi.
* Így nyilatkozik, a mint legutóbb észrevettem Study i s : «Egy valós vál­
tozó függvényeinek egy speczialis osztályairól» szóló értekezésében. Math. Ann. 
47. k. (18SP5).
Riemann e tétel bizonyítását, miként ismeretes, a nem egé­
szen kifogástalan DmicHLET-féle elvre alapította. Neumann és 
Schwarz dolgozatai, melyekhez Harnack, Poincaré stb. dolgozatai 
csatlakoztak, később a PuEMANN-féle tételt legalább az egyszerűen 
összefüggő felületek nagy osztályára bebizonyították. 26
A több változós analitikai függvények elméletének általános 
alapelveit szintén AVeierstrAssnak és MÉRAvnek köszönhetjük.27 
A hatványsorok monogén rendszerének fogalmát könnyű a több­
változós hatványsorokra is átvinni és ezzel a többváltozós ana­
litikai függvény fogalma is közvetlenül meg van adva. De az 
elmélet további kifejtése az egy-változós függvények elméletével 
szemben jelentékeny nehézségeket támaszt. Egyszerűség kedvéért 
csupán egyértékű függvényekre szorítkozunk. Az ilyen függvény 
folytonossági tartománya 2n dimenziós kontinuum leend, ha n  a 
változók számát jelenti. Kontinuumnak itt is azt a pontrendszert 
nevezzük, mely önmagában összefügg és csupán belső pontok­
ból áll. E kontinuumot határoló pontok a függvény szinguláris 
pontjai. De itt nem úgy van, mint az egy-változós analitikai függ­
vényeknél ; itt nem lehet minden kontinuum valamely egyértékű 
analitikai függvény folytonossági tartománya. Ez már abból is kö­
vetkezik, hogy a több-változós analitikai függvénynek izolált szingu­
láris pontja egyáltalában nem lehet, a mint az az általánosított 
Laurent-féle tétellel könnyen bebizonyítható.
Egy más nehézség abban van, hogy a több-változós függvények­
nél kétféle lényegtelen szinguláris pontot kell megkülönböztetnünk. 
Weierstrass szerint a szinguláris pont akkor lényegtelen, ha kör­
nyezetében a függvény két hatványsor hányadosa gyanánt állít­
ható elő. Az ilyen pont az első, vagy a második fajtához tartozik a 
szerint, a mint a függvény recziprok értékére nézve szabályos, vagy 
szinguláris pont.
A több-változós analitikai függvények osztályozása még kezdet­
leges fokon van. E tekintetben csakis az elmélet kezdetével ren­
delkezünk a következő tételekben:
1. Az az egyértékű függvény, melynek csak lényegtelen szingu­
láris pontjai vannak, szükségképpen raczionális függvény28 és
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2. az az egyértékü függvény, melynek a végesben csak lényeg­
telen szinguláris pontjai vannak, két, mindenütt összetartó hat­
ványsor hányadosa gyanánt állítható elő.29
Az utóbbi tétel különösen azért figyelemre méltó, mert bebizo­
nyítása igen nagy nehézségekbe ütközik. Csak újabban sikerült 
Cousin PÉTEPnek a tétel általános bizonyítása, miután Poincaré 
magasabb segédeszközökkel a kétváltozós függvények esetében a 
tételt bebizonyította.
Egyébként ugyancsak a CousiN-féle eszmekörben mozognak Bier- 
mann és Appell korábbi dolgozatai is, a melyek a Mittag-Leffler- 
féle tételnek több-változós függvények esetére való kiterjesztésére 
vonatkoznak.80
A több-változós függvények körében a Cauchy-RiEMANN-féle 
irányt Kronecker, Picard és Poincaré munkálatai követték. 81 Ezek 
a dolgozatok a CAUCHY-féle integráltételnek és következményeinek 
a többváltozós függvényekre való kiterjesztésével foglalkoznak.
Végezetül még röviden azokat a törekvéseket említeném, me­
lyek az analitikai függvények elméletének általánosítását czéloz- 
zák. A három és többméretű potencziál kiterjedt elméletétől el­
tekintve, először is Picard és Scheffers dolgozatait kell említe­
nem.82 Picard azt a parcziális differencziálegyenletet általánosítja, 
a melynek az analitikai függvény valós és képzetes részei eleget 
tesznek és pedig oly módon, hogy e differencziálegyenlet csoport­
elméleti tulajdonságát tekinti jellemző tulajdonságnak. Scheffers 
pedig arra törekszik, hogy a függvénytani fogalmakat olyan szám- 
rendszerekre alkalmazza, melyek nem két, hanem több egységből 
keletkeznek. Más irányban dolgozik több fiatal olasz mathematikus. 
Mathematikai physikai fogalmakból kiindulva, Volterra vonalak 
függvényeit vizsgálja, vagyis olyan törvényszerűségeket, melyek a 
tér minden vonalához meghatározott complex számértéket rendel­
nek.88 Hasonló kutatásokat végeznek Pincherle, Levi-Civita és 
Bourlet. 84 Ezeknél a vizsgálatoknál azokat a törvényeket tárgyal­
ják, a melyek valamely függvényből más függvényt létesítenek. 
Magasabb szempontból tekintve a dolgot, a függvények függvényei­
vel foglalkoznak.
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De nem foglalkozhatom bővebben e dolgozatokban foglalt ér­
dekes vizsgálatokkal, mert az analitikai függvények elméletének 
tulajdonképpeni körén túl terjednek.
Ford. Beke Manó.
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A SZÁZADOK ELNEVEZÉSÉNEK KÉRDÉSÉHEZ.
Valahányszor két irányban végtelen sokaságot kell megszámlál­
nunk, a pozitív és negativ egész számokra és a O-ra van szük­
ségünk.
így időszámításunkban Krisztus születésének évét 0-sal, az az­
után következő éveket pozitív egész számokkal, az azelőtt lefolyt 
éveket negativ egész számokkal jelöljük.
Nagyobb időegységnek a 100 évet tartalmazó időszakot, a 
század-ot használjuk. Minthogy ezek száma is két irányban vég­
telen, ezek jelölésére is a pozitív és negativ egész számokat és a 
zérust kell használnunk.
0-dik századnak vagy a 0-dik évvel kezdődő, vagy a 0-dik évvel 
végződő századot vehetjük.
Az első felfogás szerint az w-dik század évei:
100 n + a
[a=0, 1, 2, . . .  , 99].
A második felfogás szerint az w-dik század évei:
100 (n—1)+«
[0=1, 2,. . ., 100].
Az 1900-dik év az első felfogás szerint a XIX. század éve, a má­
sodik felfogás szerint pedig a XIX. század záró éve.
A második felfogás következetesebb, mert e szerint Krisztus 
születése nemcsak a 0-dik évnek, hanem a 0-dik századnak is 
utolsó hetére esik.
A fennebbiekből látható, hogy inathematikailag nem okolható 
meg az a felfogás, a melyik szerint az 1900-dik év a XX. század 
kezdő éve volna. Vályi Gyula.
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Kétezer Celsius-foknál magasabb hőmérséket kényelmes módon 
és ipari alkalmazásokra is czélszerüen csak rövid idő óta képes 
előállítani a mérnöki tudomány. Ugyan már húsz év előtt gondolt 
Siemens a villamos ív melegének kihasználására és első villamos 
kemenczéit már az 1881-iki párisi villamos kiállításon bemutatta, 
mindamellett csupán Cowles, Acheson, Willson kísérletei és 
főleg Moissan beható tanulmányozásai után lett a volta-ív hője és 
az árammeleg a chemiai iparnak hathatós ágensévé. Első sorban 
az aluminium gyártásánál vált be gyakorlatilag. Megjegyzendő 
azonban, hogy ott az áramnak nem csupán hőhatása, hanem első 
helyen elektrolytikus szétbontó hatása értékesíttetik. A folyósítást 
elvégre árammeleg helyett direkt hevítés útján is el lehetne érni, 
sőt a helyi viszonyok szerint — például olcsó szén esetében — 
kisebb költséggel, de semmiesetre sem nagyobb kényelemmel. Azóta 
a villamos melegítésnek ily kombinált alkalmazása az elektrolysis- 
nek lehetővé tételére egyéb elektrochemiai eljárásnál is igen hasz­
nos szerepre jutott, teszem, konyhasónak direkt elektrolysisénél 
vagyis vízben való oldás nélkül, és egyáltalán valahányszor arról 
van szó, hogy magas hőmérséknél folyósítható vegyületekre alkal­
maztassák elektrolytikus szétbontás.
Érdekes felemlíteni, hogy mindkét elektrochemiai eljárásnak, 
úgy a tisztán elektrothermikusnak, mint az elektrolytikusnak közös 
atyja van, tudniillik Sir H u m ph r ey  D avy. 0  elektrolysált először 
folyósított sókat és tudvalevőleg ő találta fel egyszersmind 1813- 
ban a volta-ívet is. Az általa használt szénpálczák azonban még
* Előadta s a szövegben említett termékeket bemutatta 1899. nov. 23-án 
ifj. Szily Kálmán. —  A két ábrát Edvi Illés Aladár tanár úr szivességének 
köszönjük.
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igen kezdetlegesek és rövid életűek voltak, mígnem Bunsen 1840 
táján galváneleméhez való szénhengereinek gyártása közben rájött, 
hogy legczélszerűbb azokat agglomerált szénporból erős összenyo­
más és kiégetés segítségével előállítani, oly eljárás, melyből egy 
egészen modern, nagy külön ipar fejlődött.
Ha az elektrolytikus hatást tekinteten kívül hagyjuk és csupán 
a volta-ív melegének kihasználását tartjuk szem előtt, úgy a villa­
mos kemenczének feladatát röviden ekkép fejezhetjük k i : «Kis 
térfogatban a lehető legmagasabb hőfoknak előállítása».
E czél megvalósításához okvetlenül kívánatos, hogy a volta-ívet 
körülzáró kemencze nemcsak a nagy hőmérsékletnek ellenálló, hanem 
egyszersmind igen rossz hővezető anyagból álljon, nehogy a meleg­
nek nagy része átbocsátás útján veszendőbe mehessen. Más rész­
ről, ha a nagy meleg folytán részben megolvadna is, még eme 
folyós állapotában se váljék a villamosságnak jó vezetőjévé. Egyike 
az e czélra legalkalmasabb anyagoknak az égetett mész, vízmentes 
calciumoxyd, melyet inár Sainte-Claire-Deville és Debray is alkal­
mazott oxyhydrikus lánggal hevített platinaolvasztó készüléküknél. 
Tényleg ebből készültek MoissAN-nak laboratóriumi kemenczéi is. 
E kemenczéknek fedele, noha csak három centiméter vastagságú 
mészlap és noha belső felülete működés közben az ív szomszéd­
ságában olvad és olyan folyékonynyá lesz mint a víz, igen csekély 
mennyiségben bocsátja át a meleget olyannyira, hogy a külső felü­
letre bármikor minden veszély nélkül rátehetjük kezünket. A veze­
tés folytán beálló höveszteség tehát csak minimális értékű.
A szerkezet maga igen egyszerű. Az alsó rész mésztömbjének 
közepén mélyedés létezik, melybe a vegyi hatások színhelyét alkotó 
széncsésze elhelyezhető. E csésze fölé kerül a volta-ív, melynek 
két szénpálczája a mésztömbbe vájt rovátckba helyezkedik. Az 
egészet a már említett egyszerű mészlap-fedél zárja.
A magnesia alkalmazása a mészénél kevésbé előnyös, mert 
nehezebben olvad ugyan a magnesia, de másrészről könnyebben 
áthevül és mihelyt izzóvá lesz, sugárzás folytán nagy hővesztesége­
ket okoz és egyszersmind a villamosságnak jó vezetőjévé válik. 
A mészcarbonát, például a márvány, sokkal megfelelőbb és gyak-
Moissan lab o ra tó riu m i v illam o s kem enczéje .
Villam os BESSEMER-eljárás,
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ran alkalmaztalik is azon hátránya daczára, hogy kellemetlenül 
sok szénsav illanik el belőle, sőt annak egy része az izzó szénnel 
való érintkezés folytán előbb szénoxyddá redukálódik, a mi a 
kezelő-személyzetre nézve még kellemetlenebb. Kár, hogy az ége­
tett mész nagyobb táblákban nehezen szerezhető és még nehezeb­
ben konserválható, mert különben nemcsak laboratóriumi, hanem 
ipari kemenczéknél is használható lenne. Utóbbiaknál kénytelenek 
vagyunk a nagy hőnek kitett részeket magnesia-téglákból állítani 
össze és utóbbiakat a sugárzás és hőtovavezetés csökkentése végett 
tűzálló téglákkal (chamotte) körülépíteni.
Nem czélunk e helyen a villamos kemenczének egyszerűsége 
daczára is létező és az ipari alkalmazásoknál magától értődőleg 
nagy fontosságú szerkezeti nehézségeire kiterjeszkedni. Semmikép 
sem meglepő, hogy oly hatalmas hőfokok keletkezésénél, mint a 
milyen a volta-ívben létesül, a tartósság és így a fentartási költ­
ségek értéke sok elővigyázatot igényelnek. Az erre vonatkozó kér­
dések ma már gyakorlatilag elég jól vannak megoldva és pár évi 
kifogástalan működés bizonyít ipari alkalmazhatóságuk mellett.
Jelen sorok azon chemiai elemek- és vegyületeknek felsorolására 
szorítkoznak, melyeknek előállítása csupán a villamos kemencze 
hőmérséklete mellett volt lehetséges. A legtűzállóbb oxydok sem 
képesek ellenállni a volta-iv redukáló hatásának és így oly elemeket 
tudunk ma tiszta állapotban nyerni, melyeket a chemia eddig csu­
pán vegyületeik nyomán sejtett és valódi fizikai és chemiai tulaj­
donságaira nézve alig ismert. De még azon ritka elemeknek isme­
rete is, melyeket sóikból kisebb mennyiségben ugyan eddig is elő 
lehetett állítani, sokat nyert az által, hogy a villamos kemencze 
az előállítást nagy mennyiségben kényelmesen és olcsón és főleg 
teljesen tiszta állapotban megvalósíthatóvá teszi.
Példa erre az uranium. Peliuot állította elő először 1842-ben 
chloridjából kálium segélyével és később 1886-ban Zimmermann 
ugyanazon halogén sóból natrium felhasználásával. Az ily módon 
csekély mennyiségben nyerhető elem azonban soha sem volt tiszta. 
Mindig tartalmazott néhány százaléknyi alkalikus fémet, továbbá 
vasat, a csészéből származó platinát és gyakran nitrogént is.
MoissAN-nak sikerült az uraniumnitrát hevítése útján keletkező 
zöld oxydból magát a fémes elemet a villamos kemenczében kilo- 
grammszámra előállítani és tulajdonságait kényelmesen megvizs­
gálni. Kívüle utóbbira Becquerel is vállalkozott, még pedig fényes 
sikerrel, a mennyiben vizsgálatai során felfedezte az uránsugara­
kat, azon közvetlenül nem látható, de fluoreskálást előidéző sugár­
zást, mely az urániumból folyton megszakítás nélkül kiáramlik. 
Azóta Schmidt, német tanár kimutatta, hogy a thorium is ugyanily 
sugárzásnak színhelye. Az uranium és thorium az összes elemek 
között a legnagyobb atomsúlylyal bír, a minek az atomrezgéssel 
kapcsolatban talán szerepe lehet a kérdéses tünemény jelentkezé­
sénél. Másik például szolgálhat a chrom, ezen már Vanquelin által 
a múlt század végén felfedezett fém, mely tiszta állapotban eddig 
egyáltalán nem volt ismeretes. Igen állandó oxydjából csak vassal 
való ötvözet alakjában és pedig csupán erős széntartalommal volt 
nyerhető. Moissan 1893-ban megmutatta, mily könnyű a villamos 
kemenczében a chromsesquioxydnak redukálása és azóta a tiszta 
chromfémnek gyártása igen egyszerű műveletté vált. Fizikai tulaj­
donságait utóbbi évben Hittorf, a hires német fizikus vette vizs­
gálat alá és megállapította azon különös, a légsav és passiv vas 
magatartására emlékeztető sajátságát, hogy tiszta fém állapotában 
edzés útján elektrikus oldási feszültségét megváltoztathatja és 
elektropositiv testből elektronegativvá lehet. Moissan szerint, már 
igen csekély széntartalom is megváltoztatja a chrom fizikai tulaj­
donságait, például oly keménynyé teszi e fémet, hogy az üveget 
is karczolja, holott a tiszta chrom erre nein képes, sőt kovácsol­
ható és ráspolyozható. Hasonló magatartású a rokon molybden is, 
melyből néhány darabot bemutathatunk. A megmunkált felületek 
jól kivehetők rajtuk.
Nem kell bővebben kiemelnünk, mily fontos a fizikai, sőt che- 
miai tulajdonságok vizsgálatát is teljesen tiszta anyagokon végezni. 
A legcsekélyebb tisztátlanságnak, mint épen jeleztük, nagy befo­
lyása lehet ama tulajdonságok megváltoztatására. Hiszen alig egy 
százaléknyi szén vagy idegen fém teljesen átalakítja a vasat avagy 
félszázaléknyi chromtartalom csaknem megduplázza a réznek
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mechanikai szilárdságát. A jól szerkesztett villamos kemencze 
megengedi, hogy teljesen tiszta termékekre tegyünk szert és így 
már ezáltal is megbecsülhetetlen szolgálatokat tesz a chemiának. 
Különösen beválik ez oly fémek és metalloidok előállításánál, 
melyek igen nehezen illők, tehát folyékony állapotban maradnak a 
kemencze alján, úgy hogy az oxygen- és nitrogénnek rájuk való 
hatása elkerülhető. Ilyenek: a fémek közül a chromon és mo- 
lybdenen kívül a wolfram (tungsten) és a hozzájuk közelálló metal­
loidok közül a titán és vanadium és végre a silicium és zirconium is. 
Négyüket és pedig a chromot, molybdent, titánt és vanadiumot 
M o is s a n  tanár szívessége folytán itt bemutathatom.
Ezen elemeket többek között még egy más közös chemiai saját­
ság is kitünteti. Ugyanis mindannyian a szénnel oly kemény és 
állandó karbideket alkotnak, hogy azokat a víz alacsony hőmérsék- 
nél nem képes megtámadni. Lehet, hogy ezen karbidoknak chemiai 
és mechanikai szilárdságában keresendő ezen elemek gyakor­
latilag is igen fontos azon tulajdonságának oka, hogy vashoz ada­
golva annak mechanikai ellenálló képességét sokszorosan növelik. 
Ezen nagy szilárdság folytán jutott eleinte a chromaczél, a wolf- 
ramaczél és a titánaczél, újabban pedig a vanadiumaczél nagy 
elterjedéshez, nevezetesen szerszámok, pánczélok és lövegek gyár­
tásánál. Mindnyája között leginkább emeli az aczél szilárdságát 
a vanadium és pedig a növekedés kétszer akkora, mint a mennyit 
például a gyakran szintén e czélra alkalmazott nickelfémnek hozzá­
adása előidéz. Ma már a vanadium belépett a könnyebben meg­
szerezhető fémek sorába. Újabban Középfrancziaországban, Dröme- 
megyében akadtak nagy mennyiségű vanadiumtartalmú agyagra, 
mely körülbelül másfél százaléknyi vanadiumsavat zár magába. 
A Compagnie de Fives-Lille Albertville városa mellett berendezett 
vizerőre ezer lovas villamos telepet a vanadiumnak ezen agyagból 
való kiválasztása végett villamos kemenczék segélyével.
A vanadium különben nemcsak a vassal, hanem a rézzel és az 
alumíniummal is érdekes, szilárd ötvözeteket képez, ellenben az 
ezüsttel nem keveredik.
A fentebb említett hét elemnek karbidja, mely mint mondtuk,
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hideg víz által fel nem bontható, kristályos, át nem látszó, fém­
fényű szilárd vegyület. Mindnyája igen kemény, így pl. silicium- 
karbid a korundot is megkarczolja. A siliciumkarbidnak két vál­
faját mutathatjuk be. Az egyik fekete színű, zölden fluoreskáló, 
szép kristályos test, a másik pedig, mely úgy látszik, a vastarta­
lomtól gondosan lón megtisztítva, zöldesszürke színű, kissé áttetsző 
lemezes kristályokból áll.
A szén irányában való magatartás és a szénkarbidok tulajdon­
ságai különben bizonyos osztályozását engedik meg a fémeknek 
és a hozzájuk közelebb álló metalloidoknak. így némely fém mint 
az arany, az ón és a bismut egyáltalán nem képes vegvületet 
alkotni a szénnel még a villamos kemenczében sem. A platina­
család féméi folyós állapotban csekély mennyiségű szént elnyel­
nek, de megdermedéskor grafit alakjában azt ismét kiküszöbölik. 
Hasonló magatartású az ezüst is, melynek, ha folyékony állapotá­
ban szenet nyelt el, azon tulajdonsága is van. hogy dermedéskor 
térfogatát nagyobbítja, épúgy mint az öntött vas és a víz. A tiszta 
ezüstnél e tünemény nem észlelhető époly kevéssé mint a tiszta 
puha vasnál. Az aluminium szintén kiküszöböli a híg állapotában 
hozzá vegyített szenet, ellenben a vörösréz kis mennyiségű szén­
tartalmat megőrizhet hideg állapotában is, miáltal tulajdonságai, 
nevezetesen nyujthatósága alaposan megváltoznak.
A többi fémek, így a vascsaládhoz tartozók is szénnel határo­
zott vegyületeket, karbidokat alkotnak és pedig egy részük, mint 
már említettük, igen állandó karbidokat, melyeket hideg vízzel 
felbontani nem lehet, a többiek pedig kevésbé állandó karbidokat. 
Utóbbiaknak ismét további osztályozása lehetséges, a szerint, a 
mint a vízzel való bontás eredménye hydrogen, mint a mangan- 
karbidnál CMn3\agy pedig gázalakú hydrokarbid, úgymint acetylen 
az alkalikus fémek és földfémek karbidjainál, nevezetesen a nagy 
elterjedésnek örvendő calciumkarbidnál és methangáz az aluini- 
niumkarbidnál stb. Lehet azonban a bontás eredménye folyékony 
hydrokarbid is, pl. petróleum avagy plane szilárd paraffinszerű 
hydrokarbid is, sőt gyakran mindkettőnek, sőt leggyakrabban 
mindhárom állapotú hydrokarbideknek complex keveréke.
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Az első alkalikus karbidokat, a káliumét is, a nátriumét is Bf.r- 
thelot állította elő 1866-ban kerülő utakon. A lithiumét a villa­
mos kemenczében Moissan fedezte fel lithin-nek szénnel való 
kezelése folytán. A lithiumkarbidnak C2Lí2 azon érdekes tulajdon­
sága van, hogy az összes karbidok közül a legtöbb acetylent szol­
gáltatja és pedig kilogrammonkint 587 litert, holott a calcium- 
karbidnek kilogrammja csupán 349 liter gázt ad elméletileg 0° C 
és 760 mm nyomásnál.
A földes fémek közül a baryumnak karbidját BaC2 Maquenne 
és Travers vegyészek 1892-ben, a nagy hírre vergődött calcium- 
karbidot Ca(l, pedig egyidejűleg Willson amerikai vegyész és 
Moissan párisi tanár állították elő a villamos kemenczében. Utóbbi 
egyszersmind a strontiumkarbidot is. Mindhárom vegyület tiszta 
állapotban kristályos szerkezetű és vízzel leöntve tiszta aoetylen- 
gázt fejleszt. Ellenben az aluminiumkarbid Alt Cs (Moissan), mely 
oly érzékeny a víz iránt, hogy a levegő nedvességétől is aluminium- 
porrá hull szét, valamint a rendkívül csekély fajsúlyú glucinium- 
karbid (Lebeau) hideg vizzel tiszta methangázt szolgáltatnak. Az 
aluminiumkarbid aranysárga szép lemezes jegeczeket alkot. A be­
forrasztott üvegcsőben bemutatott példányok színüket szépen meg­
őrizték, ellenben a nyitható üvegbe rejtett nagyobb darabokon a 
levegő nedvességének hatása világosan észlelhető. A szép sárga 
kristályokat a kemenczéből kikerülő tömegből hígított sósavval 
történő mosás útján választották ki.
Másik beforrasztott üvegcsőben bemutatott fekete pikkelyes 
anyag a Moissan által nyert ceriumkarbid CeC2, mely cerit- 
ásványból lön előállítva. Ezen karbid főleg azért érdekes, mert 
hideg vízzel oly keveréket szolgáltat, melyben úgy szilárd, mint 
folyékony valamint gáznemű hydrokarbidok is foglaltatnak. Moissan 
pontosan meghatározta a keletkező gázok mennyiségét és azt 
találta, hogy az túlnyomóan, még pedig három negyedrészben 
acetylenből, csekély ethylenből és végre methanból alkotvák.
Még érdekesebb eredményeket szolgáltat az uraniumkarbid 
I VjC2, mivel annak vizzel való kezelésénél a vegyült szén kéthar­
mada petroleum alakjában jelentkezik és csupán egyharmada
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methan- és ethylengáz. Acetylen elenyésző csekély mennyiségben 
jelentkezik, ellenben aránylag sok hydrogen. Hasonló viszonyokat 
találunk az urániumhoz közel álló thoriumelemnek karbidjánál 
CqThz, valamint az yttriumkarbidnál YtC2 és a lanthankarbidnál 
LaC%, csupán a keletkező gázoknak százalékos mennyisége vál­
tozik. Utóbbinál például nem keletkezik hydrogen és csekély meny- 
nyiségű ethylen, ellenben sok acetylen és meglehetős mennyiségű 
methangáz. Az yttriumkarbid felbontásánál már jelentkezik hydro­
gen is, sok acetylen és methan. Végre a tlioriuménál több a hydro­
gen és ethylen és methan, ellenben kevesebb az acetylen. A szám­
szerű viszonyokról következő táblázat világosíthat fel bennünket:
Acetylen Methan Ethylen Hydrogen
Ceriumkarbid: 75,6 20,27 4,23 0
Uraniumkarbid : 0,17 78,05 6,77 15,oi
Lanthankarbid: *<1 © 00 28,67 1,15 0
Yttriumkarbid: 71,7 19,o 4,6 4,5
Thoriumkarbid: 47,05 31,06 5,88 16,01
Mindeme ritka fémeknek karbidjai azonkívül folyékony és szilárd 
hydrokarbidokat is szolgáltatnak, a mi azon feltevéshez vezette 
MoissAN-t, hogy a petroleumforrások keletkezését a Föld méhében 
visszavezesse a Föld őskorában eredetileg létezett, karbidoknak fel­
bomlására vízzel való érintkezés folytán. Ez különben nem zárná 
ki egyes organikus eredetű petroleum forrásnak létezését.
A vas metallurgiája szempontjából érdekes volt megállapítani, 
vájjon a vas képez-e határozott alkatú kristályos karbidokat a 
szénnel. Az első idevágó kísérletek eredménytelenek maradtak, 
míg végre MoissAN-nak sikerült a villamos kemenczében körül­
belül 3500° Celsiusra hevített széntartalmú öntöttvasból hirtelen 
lehűtés által kristályos szerkezetű vaskarbidot teremteni. Az ered­
mény beforrasztott üvegcsőben szintén bemutattatott. Ezen eljárás 
emlékeztet különben arra, melylyel ugyancsak Moissan az öntött 
vasban levő grafitot apró gyémántkristályokká lön képes átala­
kítani. Ugyanis a villamos kemenczében igen magas hőfokra emelt 
öntött vastömeget hirtelen behullatta megolvasztott ólomba. Az
Matheraatikai és Physikai Lapok. IX. 3
ily módon létesített relativ lehűlés oly erős összehúzódást vont 
maga után az öntött vas tömegében, hogy a nagy nyomás és erős 
lehűlés következtében a grafit gyémántkristályokká alakult át.
A vas magatartása a villamos kemencze hőjénél, a készüléknek 
egy új, igen érdekes alkalmazását teszi lehetővé, melyet villamos 
BESSEMER-eljárásnak nevezhetünk el. Képzeljük ugyanis, hogy a 
nyersvas, mely rendszerint két-egész hat százalék vegyült és nem 
vegyült szénen kívül bizonyos mennyiségű ként, fosfort és siliciu- 
mot tartalmaz, izzó folyékony állapotban a villamos kemencze 
elektródusai között vékony sugárban meghatározott sebességgel 
átfolyik. Az áram nagy melege az átfolyás pillanatában annyira 
felhevíti az amúgy is izzó folyadékot, hogy csekély levegőnek be­
hívása is már elég arra, hogy a könnyen oxydálódó siliciuinot, 
valamint a fosfort, ként és végre a szénnek is nagy részét elvonja 
a vastól. Ez annál könnyebben történhetik, minthogy az izzó folyadék 
azon pillanatban, mikor az áramkörnek részét alkotja, a nagy áram­
intenzitás folytán erős elektrodynamikus szóró hatásnak, valóságos 
mágneses «kifúvás»-nak van kitéve és így finoman permetező eső 
alakjában távozik az elektródusoktól. Ha hideg edényben fogjuk 
fel ezen esőt, úgy annak minden cseppje megdermed és a haladás 
sebességéhez képest finomabb vagy durvább serétszerű tömeget, 
sőt lisztfinomságú port is nyerhetünk; ebből a két üvegbe zárt 
minta a felolvasónak szintén rendelkezésére volt. (L. 27. lap.)
Ha azonban hevített edénynek forró légkörében fogjuk fel ezen 
vasesőt, úgy az folyadék alakjában terül el az edény fenekén és 
onnét mintába önthető. Mivel pedig az így kezelt vas az idegen 
anyagoktól csaknem teljesen megtisztult, a nyers vasból ily módon 
kitűnő szerszámaczélt nyertünk. A szemlére kitett minta ugyan­
azon nyersvasból készült, a melyből a finomabb vassrét, és pedig 
a KRUPP-féle czég által rendelkezésre bocsátott specziális nyers­
vasból. Felesleges külön kiemelnünk, hogy az ekként finomított 
aczélhoz folyós állapotában egyéb ezélszerű anyagnak hozzátétele 
minden nehézség nélkül mehet végbe, például épúgy, mint a Bes- 
sEMER-eljárásnál mangánnak hozzáadása a végből, hogy az esetleg 
túlterjedt hevítés folytán részben oxydálódó vasat ismét teljesen
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redukálja. Ezen káros oxydáczió a villamos kemenczében a folyási 
sebességnek kellő megválasztása mellett egyáltalán nem fordul elő, 
mint az a serétgolyócskák oxydmentes felületéből is megállapítható. 
Különben is a vas oxydaeziójának felel meg a legkisebb képződési 
meleg és így az marad utolsónak a nyersvas egyéb elemének 
oxydálása mögött.
Előnye ezen eljárásnak, melyet Gérard franczia mérnök kezde­
ményezésére e sorok írója a Fives-Lille-társaság megbízásából 
beható tanulmányozásnak vetett alá, a közönséges BESSEMER-eljá- 
rással szemben az, hogy a sokszorosan magasabb hőfok igen kis 
térre szorítható. Ennélfogva a konvertálás igen gyorsan és kényel­
mesen és kis mennyiségekre alkalmazva történhetik. Olyan nagy 
és költséges szerkezet, mint a BESSEMER-körtéé, egészen elkerül­
hető. A nyert aczél kis mennyiségnél is eléggé folyékony marad 
ahhoz, hogy jól mintába önthető legyen, míg a BESSEMKR-eljárásnál 
ennek elérése végett ferrosiliciumot vagyunk kénytelenek a kon­
vertálandó tömeghez hozzáadni, hogy a silicium oxydálásából 
eredő meleg kellő folyós állapotban tartsa a körte tartalmát. Olcsó 
vizierő felhasználásánál csaknem ötszörte olcsóbb is e villamos 
eljárás a közönséges ma alkalmazott aczélgyártásnál. Ugyanis 
lóerőnkint és óránkint tiz kilogramm nyersvasat vagyunk képesek 
finom aczéllá átváltoztatni.
A kísérletek eddig Párisban 25 lovas kísérleti telepen eszközöl­
tettek és csak most épül egy nagyobb, 600 lovas vizierőre beren­
dezett telep eme villamos bessemerelésnek iparszerű kipróbálá­
sára. Felemlíthetem ezúttal, hogy e telepnek egy része még egy 
másik elektroc-hemiai vasterméknek, sok, mintegy harmincz száza­
lék siliciumot tartalmazó vasötvözetnek gyártására is fog szolgálni, 
melyről néhány szóval megemlékezhetünk itt. Pia ugyanis villamos 
kemenczében valamely könnyen redukálható vasércz, teszem vas­
karbonát vagy vasrozsda vagy kovatartalommal biró homokkal és 
szénnel keverve poralakban a volta-iv melegének kitétetik, úgy 
rövid idő alatt egy ezüstfényű bronz-szerű vegyűlet képződik. 
Ezen vegyűletnek több érdekes tulajdonsága van. Mindenekelőtt 
a levegőnek igen jól ellenáll és pedig úgy a száraz, mint nedves
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levegőnek. Más részről kitűnően olvasztható és önthető. Ennél­
fogva műtárgyak készítésére felette alkalmas. De van egy még 
éi’dekesebb tulajdonsága, melyet bizonyára nagy mennyiségű 
siliciumtartalmának köszön. Ugyanis poralakban épúgv, mint az 
aluminiumpor kellő elővigyázat mellett meggyújtható és oly nagy 
melegfejlesztés mellett oxydálódik, hogy —- hasonló módon, mint 
a GoLDSCHMiDT-féle eljárásnál az aluminiumpor, — vasdarabok 
hegesztésére, szögecsek izzítására egyszerű módon alkalmazható. 
Olcsó előállítási ára e czélra az alumíniumnál alkalmasabbá teszi. 
Tudtommal Amerikában, a Willson-féle társaságnál is folynak 
ez irányban a ferrosiliciummal kísérletek.
Épúgy mint a vassal, a chrommal és egyéb fémmel mint a 
mangan-, nickel-, kobalt-, platina- és rézzel is képezhet a silicium 
direkt vegyületet, ellenben az ezüsttel csak folyós állapotban ma­
rad egyesülve, holott megdermedésnél abból teljesen kiválik, úgy 
hogy a művelet után tiszta ezüst, kristályos silicium és kristályos 
siliciumkarbid marad hátra. Mint már említettük, az ezüst a szén 
esetében is kivételt alkot, a mennyiben ezüstkarbidot sem vagyunk 
képesek előállítani. Annál figyelemreméltóbb tehát, hogy a bőr, 
mely pedig a szén- és siliciummal rokon magaviseletű elem, az 
ezüsttel amorph ezüstboridot szolgáltat, melynek példányát befor­
rasztott üvegcsében bemutathatjuk. Kristályos alakban még nem 
sikerült MoissAN-nak a villamos kemencze legmagasabb hőjé­
nél sem előállítani e vegyületet, ellenben úgy a vasboridot, mint 
az itt felmutatható apró szép tűs kristályokból álló kobaltboridot 
és a hasonló nickelboridot szép kristályos tömegben már 1200° 
C.-nál is képes volt megvalósítani.
Utolsónak felemlíthetjük a bornak még két vegyületét, melyek 
ismeretéhez szintén csak a villamos kemencze révén jutottunk el. 
Az egyik a bórsilicium, a másik az előadás alkalmával szintén be­
mutatott bórkarbid. Főleg az utóbbi, apró kristályos porszerű anyag, 
érdemel kiemelést, a mennyiben az eddig ismert testek között a 
legkeményebb. Ugyanis még a gyémántot is erősen karczolja.
Összegezve a mondottakat, hangsúlyozhatjuk, hogy a villamos 
kemencze és annak rendkívüli hőmérséklete segítségével számos
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chemiai probléma lón megoldhatóvá, melyek addig oldhatatlanok­
nak tűntek fel. Mindenekelőtt lehetővé tette a szén különféle vál­
tozatainak, valamint szervezetlen vegyületeinek, a karbidoknak 
előállítását és tanulmányozását. így Moissan megállapíthatta, hogy 
a szén, valamint különben a bőr is szilárd állapotból gázneművé 
válhatik a nélkül, hogy cseppfolyós állapoton menne keresztül, 
ha a művelet közönséges alacsony nyomás mellett megy végbe, 
míg igen erélyes nagy nyomás mellett a szén cseppfolyóssá vál­
hatik és mint fekete vagy esetleg átlátszó gyémánt kristályosod- 
hatik.
Más oldalról a villamos kemenczének nagy hőfoka, melyet 
Violle, beható kísérletekre támaszkodva, körülbelül 4000° G-ra 
becsül, lehetővé tette addig teljesen tűzálló oxydoknak elpárolog- 
tatását és végre redukálását is színfémre vagy metalloidra. így a 
kova, valamint a zirkon párákká alakulhat és lehűtve poralakban 
lecsapódhatik, mint a két bemutatott üvegcsében látható por 
tanúsítja. A mész, a magnésia és a többi ellenállóképes oxydnak, 
valamint az őket alkotó fémeknek egész sorozata cseppfolyósítható, 
sőt gázalakba hozható és a mi még fontosabb, az előbbi állapot­
ban kikristályosítható. Sőt e módszer számos drágakőnek, mint 
teszem az aluminiumoxydból készíthető rubinnak vagy uránsók­
kal előállítható szép kék saphirnak és zöldessárga topáznak syn- 
thesiséhez vezetett. Igaz ugyan, hogy e mesterséges előállítás eddig 
csupán igen apró, noha mikroskóp nélkül is igen jól kivehető 
drágakőkristályokat szolgáltatott, de nem valószínűtlen, hogy e 
kristályok táplálásának érdekes problémája is meg fog előhb-utóbb 
oldathatni a villamos kemencze révén.
Ekként a chemiának eddig zárt terei nyíltak meg a kutatók 
előtt és azoknak kiaknázása hosszú időre fogja czélját képezni a 
törekvők és munkálkodók mindinkább növekedő seregének, nem 
is szólva azon új szempontokról, melyeket a nyert új adatok a 
chemián kívül egyéb tudományszakokban is, nevezetesen a geo­
lógiában például a Föld kérgének izzó állapotában végbement 
tünemények felderítése körül teremteni képesek.
Korda Dezső.
A TESTEK HALMAZÁLLAPOTAIRÓL.
(Harmadik közlemény.)
A testek  physikai tu la jd on sága in ak  v ise lk ed ése  a három  hal­
m azállapotban.
17. §. A hőokozta térfogatváltozás. A régibb leutalások.
A testek, ha velük meleget közlünk, megváltoztatják térfogatu­
kat; a kísérleti eljárások légnemű és folyékony testeknél közvetlen 
a térfogatváltozást figyelik meg, míg a szilárd testeknél rendszerint 
a lineáris változást határozzák meg. Ennek képlete :
U =  lQ([ - f -  ait)
a hol lt és l0 a hosszúság i°, illetve 0 °-nál, au a kiterjedési koef- 
ficziens ; innen a térfogatbeli tágulás :
Vt =  lf =  ll (1 +  a,t)s =  v0 (1 -{-«*:/>;
a harmadik hatványt kiszámítva s t magasabbrendű tagjait el­
hagyva, a z :
ak =  3a,
összefüggést kapjuk.
A légnemű testek hőokozta tágulásáról az első kísérletek igen 
változatos eredményeket adtak. Morveau és Duvernois szerint a 
kiterjedési koefficziens a magasabb hőfoknál gyorsan emelkedik, 
R oy szerint lassan csökken, S chmidt kísérletei pedig azt mutatták, 
hogy a kiterjedés legalább közelítőleg egyenletes, a kiterjedési 
koefficziens azonban minden testnél más. Ugyancsak S chmidt azt 
találta, hogy a nedves levegő erősebben terjed ki, mint a száraz,
a mit Luz kísérletei is megerősítettek.1 Jelentékeny ingadozásokat 
találunk az egyes légnemek kiterjedési koefficzienseinek értékei­
ben ; levegőnél az értékek többnyire O’B és 0'5 között vannak, de 
P ristley a koefficzienst 0-9375-nek találta, Morveau pedig 0-9368- 
nak; Schmidt szerint a hydrogén kiterjedési koefficziense 0'4400, 
a széndioxydé 0‘4352 s a nitrogéné 0 4787.2 3
Egységesebb képet e téren DALTON-nak és még inkább Gay- 
LussAC-nak kísérletei hoztak létre. Dalton 8 direkte észlelte a meg­
vizsgált légnemek kiterjedését s azt találta, hogy a kiterjedés 
menete mindegyik légnemnél megegyezik és pedig a kiterjedés 
geometriai arányban nő, ha a hőmérséklet arithmetikai arányban 
nő. Nagyobb pontosságúak Gay-Lüssac kísérletei,4 *melyeknek vég­
eredményéül kimondja, hogy az összes gázok — nem tekintve ned­
vességüket, és sűrűségüket — és a gőzök egyenletesen terjednek Iá 
s a kiterjedést l oefficziens a hőmérő szilárd pontjai közt 0 00375.
Úgy látszott, hogy Gay-Lussac kísérleteivel a vizsgálatok e téren 
bizonyos befejezettséget nyertek. Harminczöt év múlva azonban 
megjelent RuDBERG-től egy értekezés, mely a tágulási koefficziensre 
más értéket ad; ezen értekezés azután kiinduló pontja lett más, 
fontos kisérletsorozatoknak, melyek ismét jelentékenyen fejlesz­
tették ismereteinket. Nagyon tanulságos itt a fejlődés egymás­
utánja.
Rudbebg két, lényegileg különböző eljárással végezte kísérleteit.6 
Első kísérleténél a lehűlésnél fellépő térfogatcsökkenést határozta 
meg, miközben a nyomás állandó volt; másik eljárása az állandó 
térfogatnál fellépő nyomásváltozást mérte meg; kísérleti anyagul 
mindkét esetben a száraz levegőt használta. Kétféle kísérletének 
eredménye az volt, hogy a száraz levegő kiterjedési koefficziense
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1 Gehler, Phys. Wörterb. I, pag. 629, 630.
2 Heller, A phys. tört. I, pag. 499.
3 Mem. of Manch. V. 2, pag. 595; 1802. — Ostw ald , Klassiker Nr. 44, 
pag. 25.
4 Ann. eh. XLV1, pag. 137; 1802. — Ostwald, Klassiker Nr. 44, pag. 3.
6 Pogg. Ann. XL1, pag. 271, 558; 1837. XL1V, pag. 119; 138. — Ostwald ,
Klassiker Nr. 44, pag. 41, 62.
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0° és 100° C. közt nem 000375, hanem 000364 és 000365 között 
van. Meg is mutatta, hogy Gay-Lussac azért kapott nagyobb érté­
keket, mert a levegőt nem szárította meg eléggé.
Nem sokkal Rudberg- 0  után jelent meg Magnus értekezése; * 
eljárása lényegben megegyezett Rudberg második kísérleti eljárá­
sával, de nagyobb volt a pontossága. A száraz levegőn kívül kiter­
jeszkedett a hydrogénre, széndioxydra és kéndioxydra; a kiterje­
dési koefficziensek középértékei:
levegőnél: 000366508; széndioxydnál: 0-00369087 ;
hydrogénnél: 0-00365659; kéndioxydnál: 0-00385618.
Az eredmények azon nagyfontosságú következtetést adták, hogy 
a különböző gázok kiterjedési koefficziensei nem egyenlőek.
Rudberg kísérletei ösztönözték a kérdés megvizsgálására Reg- 
NAULT-t i s ; ** kísérleteit két főszempont szerint oszthatjuk fe l: 
egyik rész a gázok kiterjedési koeí'íiczienseinek meghatározásával 
foglalkozik, másik rész a kiterjedési koeffic.ziens és a nyomás össze­
függésével.
Első feladat a levegő kiterjedési koefficziensének újabb meg­
határozása volt, mivel Gay-L ussac értékének helyessége kétségessé 
vált. Többféle kísérleti eljárást használt, melyek részben R udberg 
methodusainak tökéletesítései s egymástól a következőkben külön­
böznek: 1. térfogat és nyomás változó; 2 . a térfogat állandó;
3. a nyomás állandó. Az «-ra nyert értékek a következők :
1. eljárás szerint: 0-0036623;
2. « « 0-0036633; 00036679; 00036650;
3. « « 0-0036706.
Két következtetés vonható e számokból; egyik az, hogy vala­
mennyi a nagyobb Rudberg értékénél; a másik pedig, a mi lénye­
ges előhaladást. mutat, hogy a levegő kiterjedési koefficziense
* Pogg. Ann. LV, pag. 1; 1842. — Ostwald, Klassiker Nr. 44, pag. 67.
** Pogg. Ann. LV, pag. 391, 557; 1842. — Ann. eh. ph. (3) IV., pag. 5; 
V., pag. 52; 1842. — Ostwald, Klassiker Nr. 44, pag. 80.
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különböző, a mint állandó térfogatnál (2 . eljárás), vagy állandó 
nyomásnál (3. eljárás) mérjük meg. Az elnevezésben úgy külön­
böztetjük meg a két esetet, hogy az állandó nyomásnál mutatkozó 
koefficzienst kiterjedési koefficziensnek («„), az állandó térfogatnál 
mutatkozó! nyomási koefficziensnek (ap) nevezzük.
A kiterjedés és nyomás összefüggésének vizsgálatánál pedig 
azon eredményt mutatta ki Regnault, hogy mind ap, mind av 
növekszik a nyomás növekedésével.
R egnault azután kiterjesztette vizsgálatait más gázokra is ; 
ezen eredményeket is összefoglalva, megláthatjuk ismereteink 
haladását. A gázoknak kétféle kiterjedési koefficziensük van : 
állandó nyomás mellett [aj] és állandó térfogat mellett (ap), mely 
értékek az egyes gázoknál különbözők. Egy ugyanazon gáznál is 
av és ap különbözők; a hydrogénnél av < a p, a többi gáznál 
av >  ap. A nyomás növekedésével av és ap nőnek, csak a hydro­
géinál nem volt növekedés kimutatható.
Regnault kiterjedési koefficziensei a légköri nyomás alatt a kö-
vetkezők:
(%v
Nitrogén._ ... ...... 0-0036682 —
Hydrogén .... .... .... .... 36678 0-0036613
Szénoxyd 36667 36688
Széndioxyd 36896 37099
Cyan . .... ... _.. 36821 38767
Nitrogénoxydul 36763 37195
Kéndioxyd 36696 39028
Sósav _ 36812 —
Levegő .. 36654 36706.
Gay-Lussac törvénye tehát lépésenkint minden pontjában 
hiányosnak bizonyult, a mi azonban fontosságától még sem fosztja 
meg: megmaradt ideális törvénynek, melyet teljes pontossággal 
csak ideális gáz követ, mint az a Boyle-Mariotte törvényről is 
kitűnt.
Még csak megjegyezzük, hogy a hydrogén itt is különös visel­
kedést mutat a többi gázzal szemben (1. feljebb u. e. lap).
4-2 PECH ALADAR.
A folyékony és szilárd testeknél az első kutatások egyenletes 
kiterjedésről szólnak; a pontosabb vizsgálatok itt is körülbelül 
Gay-Lussac, idejében kezdődtek.
A folyékony testek közül, könnyen érthető okokból, a higany 
és a víz szolgáltattak sok kutatásra alkalmat. A higanyra Dulong 
és Petit mutatták ki először, hogy a levegővel nem egyenlően terjed 
ki.1 Számadataikat később Regnault megjavította; 2 * míg ugyan­
is Dulong és Petit szerint a két anyag kiterjedésének menete 
100°-ig megegyezik, azután a higany előresiet, Regnault szerint a 
megegyezés majdnem 250°-ig terjed. Regnault a higany kiterjedé­
sére empirikus egyenletet is adott, melyet azután többen próbál­
tak megjavítani (Bosscha, Wüllner, Rosenberg); a kiterjedés tör­
vényét azonban ezek sem világosították fel jobban s ismeretünk 
ezek után is lényegben csak annyi, hogy a kiterjedési koefficziens 
a hőmérséklettel együtt növekszik.
Itt említjük meg, hogy Dulong és Petit vizsgálatai megdöntöt­
ték ÜALTON-nak a homogén folyadékokra adott s a gázokéval meg­
egyező fogalmazási! törvényét (39. lap).
A víznél s a többi anyagoknál sem jutottak a kísérletek tovább 
egy'egy empirikus egyenletnél, melyek csak azt fejezik ki, hogy 
a kiterjedési koefficziens nő a hőmérséklettel együtt. A víznél 
hozzálépett ehhez a sűrűségmaximum felismerése.
A szilárd testeknél fémek esetében Lavoisier és Laplace a 
higanyéval megegyező kiterjedést kaptak ; 8 de Dulong és Petit 
itt is kimutatták, hogy a kiterjedési koefficziens nő a hőmérséklet­
tel együtt.* Közlött számadataikból ehhez még azt a következ­
tetést kapcsolhatjuk hozzá, hogy azon testeknél, melyeknek olva­
dáspontja alacsonyabb, nagyobb a kiterjedési koefficiensnek a 
hőmérséklettel való változása; a melyeknél az olvadáspont maga­
sabb, azok kevésbbé térnek el az egyenletes kiterjedéstől.
1 Schweigger, Journ. XXV, pap. 304; 1819.
a Ann. eh. ph. (3) V, pag. 83; 1842. — Ostwald, Klassiker Nr. 44,
pag. 165.
s 1782-ben Biot, Traité de Phys. I, pag. 151.
*  Schweigger, Journ. XXV, pag. 304; 1819.
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18. §. A hőokozta térfogatváltozás. Az újabb kutatások.
Főszempontjaink következők lesznek : mit derítettek ki az újabb 
kutatások a kiterjedésnek a hőmérséklettel s a nyomással való 
változására nézve: minő viselkedést tapasztalunk a kiterjedésben 
a halmazállapotváltozásoknál ?
Az első kérdésnél a légnemű lestek körében mindjárt A n d r e w s  
vizsgálatait kell említeni,1 ki a szénsavnál av és ap értékeit állandó 
hőmérsékleti közökben vizsgálta meg. Kísérletének eredményei 
szerint av és ap a nyomás növekedésével emelkednek, de a hőmér­
séklet emelkedésével csökkennek; ez az utóbbi eredmény részben 
ellentmond R e g n a u l t  kísérleteinek,2 3 ki gázhőrnérők meneteinek 
összehasonlításából azt következtette, hogy ap a hydrogénnél és 
széndioxydnál a hőmérséklettől független s csak a kéndioxydnál 
csökken a hőmérséklet emelkedésével. A n d r e w s  továbbá azon 
eredményre jutott, hogy av-nek egy maximális értéke van, mely­
nek elérése után igen hirtelen csökken; oynél nem nyilvánult ily 
maximális érték.
Andrews eredményeit megerősítették Amagat kutatásai, ki 
különben már előbb észlelte at -nek a hőmérséklettel való változá­
sát a széndioxydnál és kéndioxydnál; 8 két, teljesen egyenlő gáz- 
thermometert, az egyiket levegővel, a másikat az illető gázzal meg­
töltve, egyidőben megfigyelt. Azt találta, hogy a mint a kiterjedési 
koefficziensek csökkennek, úgy csökken a Boyle-Mariotte törvény­
től való eltérés is és azt következtette, hogy a gázok kiterjedési 
koefficziensei a hőmérséklet emelkedésével egyazon értékhez köze­
lednek, melyet elérnének, ha ezen törvényt pontosan követnék. 
Később nagyobb határokra terjesztette ki kísérleteit: 320 atm. 
nyomásig és 0°—100° hőmérsékletig.4 A megvizsgált széndioxyd­
nál és sethylénnél av a nyomás emelkedésével egy maximumig
1 Phil. Mag. (5) III, pag. 63; 1876.
3 Mém. de l’inst. XXI, pag. 185; 1847.
3 C. R. LXXVII, pag. 183; 1871.
4 Ann. eh. ph. (5) XXII, pag. 353; 1881.
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nőtt, azontúl csökkent. Megvizsgálta a hydrogén viselkedését is 
és itt eltérő viszonyokat talált. Erre vonatkozó számadatai:
p atm. “l7-60° 1 * «60—100°
40 0-0033 0-0029
100 33 28
180 30 27
260 30 25
320 28 24
Határozottan látszik, hogy av a nyomás emelkedésével csökken; 
úgy látszik, hogy a hőmérséklet emelkedésével is csökkenés áll be, 
ennek kimondására azonban kevés a rendelkezésre álló számadat.
Igen érdekesen egészíti ki ezen eredményeket Melander vizs­
gálata a légkörinél alacsonyabb nyomások mellett.3 A számadatai 
alapján konstruált graphikonban (25. ábra) az abscissák a nyomási 
koefficziensek 108-szorosai, az ordináták a nyomások mm-ekben. 
A levegő, oxygén és széndioxyd görbéinek menete: erős csökkenés 
a nyomási koefficziensben, azután kis növekedés, utána ismét 
csökkenés egy minimumig s ezután növekedés; a görbéknek tehát 
három fordulópontjuk van, melyek közül leghatározottabban a 
legutóbb említett jelentkezik. A hydrogénnél a nyomási koefficziens 
kezdettől fogva növekszik, de itt is mutatkozik két pont, melynél 
a növekedés nagyobbodik, melyek közül itt is az alacsonyabb 
nyomás mellett jelentkező a határozottabb. Ezen határozottabb 
fordulópontoknak megfelelő nyomások p l.: széndioxydnál 50 mm, 
oxygénnél 40 mm, levegőnél 170 mm, hydrogénnél 110 mm. 
A változás az első fordulópont előtt és az utolsó után meglehetős 
egyenletességgel történik.
A hydrogén kivételével tehát, a gázoknál ap és av a hőmérsék­
let emelkedésével csökkennek, a nyomás emelkedésével nőnek; a 
nyomással való változásnál a„-nek egy maximális értéke van,
1 Egység a térfogat 17°-nál.
- Egység a térfogat 60°-nál.
3 Wied. Ann. XLVIJ, pag. 135 ; 1892.
melyen túl csökken, «^-nek egy minimális értéke, melyen túl 
növekszik. A hydrogénnél úgy látszik, mindkét koefficziens csök­
ken, úgy a 115'omásnak, mint a hőmérsékletnek is emelkedésével. 
A nyomással való változásnál tehát mindkét koefficziensnél van 
egy-egy pont, melyen kívül a koefficziensek — a hydrogénéit is 
beleértve — mind egyenlően viselkednek.
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25. ábra.
A nyomásnak a hőokozta térfogatváltozásra való befolyását 
a folyékony testeknél is  észlelték. Itt különösen A magat kísérletei 
adtak sok felvilágosítást. Igen érdekes eredményre jutott a víz 
megvizsgálásánál.* Ha a nyomás állandó maradt, a kiterjedési
C. R. CXVI, pag. 779; 1893.
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koefficziens nőtt a hőmérséklettel; ha a nyomás változott, alacsony 
hőmérsékleteknél a kiterjedési koefficziens nőtt a nyomással együtt, 
50—60° körül változatlan maradt, ezen hőmérsékleten felül pedig 
csökkent. A víz kiterjedési koefficziensének tehát egy maximális 
értéke mutatkozott, a mely nagy valószínűség szerint annál ala­
csonyabb hőfoknál állna be, minél nagyobb a nyomás. íme néhány 
számérték:
0— 10° közt «1 atm.-nál 0-000012; 3000 atm.-nál 0-000383 
10—20° « 138; « 415
20—30° « 236; « 413.
Megvizsgált több folyadékot is, de itt csak a csökkenést tudta ész­
lelni.1 így pl. 0—50° közt a kiterjedési koefficziensek:
p= 1 atm. 1000 atm. 2000 atm. 3000 atm.
tether .... 0-001700 909 700 558
széndisulfid 1212 828 666 581
alkohol 1109 730 613 524.
Ezen eredményt kapták mások is, így pl. Grimaldi, ki a kénsethert 
vizsgálta meg 0—100° hőmérséklet és 1—25 atm. nyomás között.2 3
Fontosak aZon vizsgálatok, melyek a folyósított gázokra vonat­
koznak. Drion és Andréeff egymástól függetlenül megállapították, 
hogy a folyósított gázok kiterjedési koefficziensei igen nagyok, 
igen gyorsan nőnek a hőmérséklet emelkedésével és egyesek mé­
lyen elgőzítési hőfokuk alatt már elérik a levegő kiterjedési koef­
ficziensének nagyságát. így Andréeff szerint8 a közepes kiterjedési 
koefficziensek:
1 C. R. CV, pag. 1120; 1887.
2 Journ. pliys. (2) V, pag. 29; 1887.
3 Ann. eh. ph. (3) LVI, pag. 317 ; 1859.
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kén- ammó­ szén- nitrogén-
dioxyd niák dioxyd oxyd
- 1 0 ° és -  5 ° közt 0 - 0 0 1 9 0 0 - 0 0 1 9 0 0  0 0 4 7 5 —
5 « 0 « 1 9 4 2 0 0 4 9 2 0 - 0 0 4 2 8
0 « +  5 « 1 9 8 2 1 0 5 4 0 4 2 2
5 « 1 0 « 2 0 2 2 2 0 6 2 9 4 8 4
10 « 15 « 2 0 6 2 3 0 7 6 9 6 5 6
15 « 2 0 (( 2 1 0 2 4 0 9 7 5 8 7 2
2 0 « 2 5 « 2 1 5 1 2 7 7
2 5 « 3 0 (( 2 2 0
3 0 « 3 5 « 2 2 5
3 5 « 4 0 « 2 3 0
Ezen körülmény megvilágítására talán felhozhatjuk Amagat 
említett eredményeit (4(3. lap). A halmazállapotváltozáshoz bizo­
nyos nyomás és hőmérséklet szükségesek; másrészt a nyomás 
növekedésével a folyadékok kiterjedési koefficziensei csökkennek. 
Ezen folyadékokat is magasabb nyomásoknak vetve alá, a kiter­
jedési koefficziensekre kisebb értékeket kapnánk s valószínűleg a 
kritikus hőmérséklet és nyomás felé közeledve, ezen értékek is 
közelednének azokhoz, melyekkel az illető testek légnemű állapot­
ban bírnak. Döntő kísérletről még nem szólhatunk s így csak uta­
lunk a kérdés nagy fontosságára.
A szilárd testeknél Dahlander végzett fontos kutatásokat a 
kiterjedés és nyomás, illetőleg feszültség összefüggésének felderí­
tése végett.* Fémdrótok kiterjedését vizsgálta meg különböző 
megterhelés mellett és 15— 100° hőmérséklet között. Azt találta, 
hogy a feszültség növekedésével a tágulási koefficziens is növek­
szik; ezen növekvést a rugalmassági koefficziens csökkenésének 
tulajdonítja. A kiterjedés növekedését találta Bottomley is;** 
állandó meghosszabbodást is észlelt, mely nagyobb volt az erőseb­
ben megterhelt fémdrótokban.
Áttérünk a másik kérdésre: minő változás jelentkezik a kiter-
* Pogg. Ann. CXLV, pag. 147 ; 1872.
** Beibl. XII, pag. 636; 1888.
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jedésben, ha a test a halmazállapotváltozáshoz közeledik? A kér­
dést először Herwig vizsgálta m eg1 8-—69'9° hőmérsékleti inter­
vallumban az alkohol, chloroform, széndisulfid, sether, viz, sethyl- 
bromid gőzeivel. Az eredmény az volt, hogy a míg a gőz telített 
volt, a GAY-LussAc-féle törvény nem volt érvényes; a mint a gőz 
nem telített lett, bizonyos határtól kezdve nagy pontossággal kö­
vette a törvényt.
Nagyobb határok közt foglalkozott a kérdéssel Battelli, ki az 
sethergőz magatartását —28‘41°-tól +  206*5°-ig, az alkoholgőzét 
— 16°-tól +  240°-ig vizsgálta.2 3 Idetartozó eredményei szerint av 
a hőmérséklet emelkedésével csökken és pedig annál gyorsabban, 
minél jobban közeledik a gőz a telítettséghez. Ezen változás 
sebessége annál nagyobb, minél magasabb a hőmérséklet. Mivel az 
sether kritikus hőmérséklete, Battelli szerint, +197°, az alkoholé 
+  241*4°, ezen körülmény arra látszik mutatni, hogy a kiterjedési 
koefficziens változása növekedik a kritikus hőmérséklethez való 
közeledéskor.
Igen kiterjedtek WiTKowsKi-nak a levegő kiterjedési koefficzien- 
seire vonatkozó vizsgálatai, melyek épen ezért legalkalmasabbak 
arra, hogy rajtuk a viszonyokat áttekinthessük.8 REGNA ULT-nak 
egyik eljárását használta: két, ismert térfogatú üvegedényt, melyek 
csapok által egymással összeköttetésben voltak, egyazon erősen 
komprimált levegőt tartalmazó reservoirból megtöltött; egyik edény 
hőmérséklete állandó maradt, a másiké változott; a nyomás ki­
egyenlítődése után az összeköttetést megszakította s az edényeket 
két ismert térfogatú endiometerrel kötötte össze; itt történt a gáz- 
mennyiségek mérése; a hőmérsékleteket hydrogénfokokra redu­
kálta. Kísérleti számadataiból szerkesztettük a mellékelt graphikont 
(26. ábra), mely «^-nek a nyomással való összefüggését tünteti föl 
az egyes hőmérsékletek mentén. Az abscissák a kiterjedési koeffi- 
cziensek 106-szorosai, az ordináták a nyomások atm.-ban.
1 Pogg. Ann. CXXXV1I, pag. 15, 592; 1869.
2 Journ. phys. (2) X, pag. 132, 135 ; 1891. — Ann. eh. ph. (7) V, pag. 
256; 1895.
3 Beihl. XII, pag. 176; 1891.
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A graphikonból a régibb eredmények közül megerősítve lát­
szik, hogy av egy bizonyos maximumig nő, azután csökken; továbbá 
a különböző isothermák ugyanegy pontból látszanak kiindulni, 
mely pont koordinátái körülbelül p  — 1, 106. a =  367 ; ez meg­
egyezik A m a g a t  hypothesisével (43. lap).
A kritikus hőfok (•—142° G.) körül az eltérés a GAY-LussAc-féle 
törvénytől igen nagy; innen távozva, az eltérés csökken s jelentkez­
nek a maximumok. Ezen maximumok a hőmérséklet emelkedésével 
magasabb nyomások felé húzódnak, a mihez analog viszonyt láttunk 
PV  minimumainál (VIII. k. 385. lap). W i t k o w s k i  szerint av maxi­
mumainak és pv  minimumainak nyomásai ugyanazok; ez azonban 
—35°-nál magasabb hőmérsékleteknél közelítőleg sem érvényes. 
A kritikus hőmérséklettől távozva, az isothermák mindig merede- 
kebbek; a görbék —142° körül először konkavok, azután kon­
vexek, magasabb hőmérsékleteknél a konkavitás eltűnik s a kriti­
kus hőmérséklettől igen távol már a konvexitás is alig látszik: a 
görbék egyenes vonalhoz közelednek, a mely eset a hydrogénnél
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igen nagy közelítésben megvalósul. Ez azon eset volna, mikor av 
a nyomással együtt arányosan változik.
A hőmérséklettel való összefüggésre nézve, Witkowski szám­
adataiból az tűnik ki, hogy av a hőmérséklet emelkedésével csök­
ken s az eltérések legrohamosabbak a kritikus hőmérséklet körül.
Az itt látott viszonyokat, épen mivel igen tág határokra vonat­
koznak (—145°-tól +100°-ig, 10 atm.-tól 130 atm.-ig), felhasz­
nálhatjuk arra, hogy belőlük a légnemű testek viselkedésére typikus 
vonásokat összefoglaljunk. Látszik ekkor, hogy a Gay-Lussac tör­
vény is, mint azt a Boyle-Mariotte törvénynél láttuk, annál 
nagyobb érvényességű, minél távolabb megyünk a kritikus hőmér­
séklettől ; ott a kritikus hőmérséklettől igen távol PV  görbéje az 
egyenes vonalhoz közeledett s mindig jobban parallellé vált az 
abscissa tengelylyel (VIII. k. 386. 1. 19. ábra); itt pedig a görbék 
mindig jobban megközelítik az ordináta tengelylyel parallel egyenes 
alakját és irányát. Hogy a továbbkutatásban igen magas hőmér­
sékleteket kellene előállítani, az látszik a görbék összetömörülésé- 
ből, mely különösen a 26. ábrán feltűnő.
A halmazállapotváltozás másik neménél (olvadás és (agyás), 
sokkal kevesebb eredményről szólhatunk. Hogy a halmazállapot­
változásnál a kiterjedésben itt is erős változás jelentkezik, azt a 
jégnél tapasztalhatjuk legjobban. Erre mutatnak a vassal végzett 
kísérletek is, melyek szerint a szilárd öntött vas a folyékonyon 
úszik. Mások szerint ismét az erős hevítésnek kitett fémek kiter­
jedési viszonyai megváltoznak. Hogy itt jelentékeny változás áll 
be, ha a test struktúrája megváltozik, azt Rodwell * kísérletei is 
mutatják; a jódezüstnél a megfagyás pillanatában igen erős össze­
húzódás lépett föl; mikor a jódezüst amorph állapotból kristályosba 
ment át, hirtelen és erősen kiterjedt. Ezek azonban mind igen kis­
számú kísérletek és eredmények.
Röviden megemlékezünk a keverékekre és oldatokra vonatkozó 
vizsgálatokról is.
A szabályt, a mely szerint a kiterjedés az alkotórészek kiter-
* Béri. Bér. 1876, 1882.
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jedésétől függ, még egyáltalában nem ismerjük. Az oldatoknál a 
kiterjedés annál egyenletesebb, minél telítettebb az oldat; alacsony 
hőmérsékletnél az oldat kiterjedése nagyobb, mint a tiszta oldó­
szeré, magasabb hőfokoknál kisebb; van azután egy pont, a hol a 
két kiterjedés egyenlő. Analog eredmények mutatkoznak a gáz­
oldatoknál is.
Nagy szabálytalanságok merülnek föl az ötvények kiterjedésé­
nél. A szilárd ötvényeknél a kiteljedési koeffieziens változása hol 
növekvő, hol csökkenő; a hevítésnél a kiterjedést néha össze­
húzódás váltja fel. Az alkotórészek befolyását nem ismerjük sem 
a szilárd, sem a folyékony ötvényeknél.
Pech Aladár.

TÉTEL A SZABÁLYOS GSILLAGSOKSZÖGEKRÖL.
Az idei mathematikai tanulóverseny első tétele a következő volt:
I. Az An, A lt A_2, A,,, A4 'pontok az egységnyi sugarú kör kerü­
letét öt egyenlő részre osztják ; bizonyittassék be, hogy az A0A , és 
A ()Aj húrok között az
{A,A{.A 0A ^ = h  1)
egyenlőség áll fenn.
R ados tanár úr figyelmeztetett e tételnek valódi jelentésére s 
felszólított, hogy vizsgáljam meg a fellépő viszonyokat abban az 
esetben, midőn az egységnyi sugarú kör kerületét n egyenlő 
részre osztjuk, a hol 11 tetszőleges pozitiv egész szám.
Az I. alatti tétel új alakja, mely az általánosításra serkent, a 
következő:
I*. Ha dj és a2 az egységnyi sugarú körbe írható összes «kü­
lönböző» szabályos ötszögek oldalhosszának mérőszámai, akkor
(a1as)2=5. 1*)
Egy adott körbe ugyanis a közönséges szabályos «-szögön kívül 
általában még más oly idomok írhatók, a melyek joggal szintén 
szabályos //-szögeknek nevezhetők, minthogy a közönséges szabá­
lyos «-szöggel összes lényeges tulajdonságaikban megegyeznek.
Ily idomok akkor keletkeznek, ha a kör kerületének valamely 
A„ pontjából kiindulva oly a távolságot rakunk fel húr gyanánt 
«-szer egymásután, hogy az H-edik húr második végpontja az 
A0-ba esik, mig a többi húr csupa egymástól és A0-tól különböző 
pontokban végződik. Ha úgy a közönséges szabályos «-szögben,mint 
ezekben az új idomokban a húrokat a megfelelő végtelenül kiterjedt 
egyenesekkel helyettesítjük, belátható, hogy a szabályos «-szög s
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emez új idomok egészen analog geometriai alakzatok, minthogy 
csupán abban különböznek, hogy a közönséges szabályos n-szög- 
nél amaz oldalak metszéspontjai, mely oldalak nem a kör kerüle­
tén metszik egymást a körön kívül, míg az új idomoknál a körön 
belül feküsznek. Valóban joggal nevezhetők tehát ezek az új ido­
mok is szabályos «-szögeknek, még pedig alakjuknál fogva szabá­
lyos csillag-n-szögeknek.
Ha az összes szabályos «-szögeket, a melyek ugyanegy körbe 
írhatók, osztályozzuk, még pedig úgy, hogy ugyanabba az osztályba 
sorozzuk azokat, a melyeknek oldalhossza ugyanaz, az így nyert 
osztályok számát röviden az összes különböző szabályos «-szögek 
számának fogjuk nevezni. Hasonló kifejezésmódot használtunk az 
I*) tétel kimondásában is.
Czélunk megvizsgálni, vájjon «-nek 5-től különböző értékeinél 
létezik-e az összes különböző szabályos «-szögek oldalhosszai közt 
egy az l*)-nek megfelelő összefüggés.
E végből mindenekelőtt meg kell győződnünk arról, hogy a kü­
lönböző szabályos «-szögek száma, a melyet a következőkben <p(n)- 
nel fogunk jelölni, véges, és meg kell határoznunk (f>{n) függését 
az «-tői. Bár ez nehány elemi mathematikai kézikönyvben meg­
található,* mégis azt hiszem, hogy nem annyira ismert dolog, hogy 
eme, amúgy is igen egyszerű tárgyalás közlése teljesen felesleges 
volna.
y''(«) meghatározásánál elég ama szabályos «-szögek megvizsgá­
lására szorítkoznunk, a melyeknek egy közös A0 kerületi szögpont­
juk van, minthogy bármely szabályos «-szög, mint merev rend­
szer, tehát oldalhosszának megtartásával, a kör középpontja körül 
elforgatható úgy, hogy egy kerületi szögpontja H0-ba essék.
Tegyük most fel, hogy az Alt, A u As, . . ., pontok, a me­
lyek a kör kerületén bizonyos irányban a felírt sorrendben egy­
másután következnek, a kör kerületét « egyenlő részre osztják. 
Ez esetben az összes ívdarabok, a melyeknek végpontjai Ai és
* Baltzer : Elemente der Mathematik II. 4i). 1.
Houché et, CoMBEKOUSSE : Traité de Géométrie 1, 175. 1.
Ak (i, k =  0 , 1 , 2, . . n — 1), a kör kerülete ed részének egész 
számú többszörösei, ha tehát az ívhosszak mérőszámának egysé­
géül a kör kerületének ?i-edrészét választjuk az összes AiAk ívda­
rabok hosszának mérőszárnai egész számok lesznek, még pedig egy 
A0-bó) kiinduló, egy bizonyos, pl. az A meghatározta for­
gás-irányban pozitívnak tekintett s egy A k pontban végződő A0Ak 
ivdarab hosszának mérőszáma, ama k' egész számok egyike, a me­
lyeknek mod. n vett legkisebb pozitív maradéka k. Ebből már kö­
vetkezik, hogy íj’ (n) véges.
Ha ugyanis « egy szabályos n-szög két szomszédos kerületi 
szögpontja közt fekvő ivdarab hosszának mérőszáma az imént be­
vezetett ívhosszegységben kifejezve, a szabályos n-szög definicziója 
értelmében, ha az a hosszúságú ívdarabot A0-ból kiindulva n-szer 
egymásután felrakjuk a kör kerületére az n-dik ívdarab második 
végpontja a kiinduló pontba A0-ba esik. Ez az n a hosszúságú ív­
darab együtt oly ívdarab, a melynek hossza na s a melynek 
mindkét végpontja A0, tehát na oly egész szám, a melynek leg­
kisebb pozitív maradéka mod. n 0 , azaz:
na =  0 (mod. n)
na tehát n-nel osztható egész szám, s így a maga is egész szám. 
Szabályos n-szög oldalai tehát csak az A 0Ak (k= 0, 1,2 , . . . ,  n— 1) 
ívektől átfogott húrok lehetnek, mivel csak ezek az 4^0-ból kiin­
duló ívek a kör kerülete n-edrészének egész számú többszörösei. 
(p (ti) tehát véges, mert legfeljebb n-nel lehet egyenlő, minthogy az 
összes A0-ból kiinduló és Ak-ban végződő íveknek ugyanaz a húr 
felel meg.
Melyek az A^Ak ívek közül szolgáltatnak most már valóban sza­
bályos /«-szöget ?
A szabályos n-szögek definicziója értelmében, feltéve, hogy az 
A0Ak ívdarab szabályos /«-szög oldalát fogja be, ha az A0Ak ívdara­
bot /l0-ból kiindulva n-szer egymásután rakjuk fel a kör kerüle­
tére, az első n— 1 ívdarab második végpontjai egymástól és A0-tól 
különbözők lesznek, A 0Ak hosszának mérőszáma k' tehát azzal 
a tulajdonsággal bir, hogy a
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k', W , . . ., ( n - i ) k '
számok, a melyek nem egyebek, mint az A0-ból kiindulva
1, 2, . . (»—!)-
szer egymásután felrakott A0Au iv hosszának mérőszámai, csupa 
O-tól és egymástól különböző legkisebb pozitív maradékot adjanak 
mod. n. Ennek pedig, mint ismeretes, szükséges és elegendő felté­
tele az, hogy k' n-hez képest relativ prim legyen. Minthogy pedig, 
ha
k'=  k" (mod. n)
az A0-ból kiinduló k' és k" hosszúságú íveknek ugyanaz az Au vég­
pont, tehát ugyanaz a húr felel meg, hogy az összes különböző 
szabályos n-szögeket megkapjuk, elég fc'-nek a mod. n teljes mara­
dékrendszerben, pl. a
0, 1, 2, . . ., n —1
számok közt előforduló n-hez relativ prim értékeket tulajdonítani; 
ezeknek számát jelöljük a számelméletben <p (n)-nel.
Ha tehát:
ki,  k^j . . ., kfp(n) 2)
ez a <p (n) szám, akkor az
A 0Ak^, A 0A k 2, . • . ,  A 0A k lpM  3 )
húrok mindegyike egy-egy szabályos n-szög oldala. A 3) alatti so­
rozatban előforduló különböző húrok száma lesz most <p (n). 
Világos, hogy az
AgAk és AgAn—k
húrok hosszúsága ugyanaz, minthogy oly ívek fogják őket át, a 
melyek mérőszámai k' és k" között a
k' -\-k" = 0  (mod. n)
összefüggés áll fenn, a mi az jelenti, hogy eme körívek összege a 
kör egész kerületének egész számú többszöröse. Mivel pedig, ha 
kj előfordul a 2) sorozatban n —kj is előfordul, a 3) alatti sorozat-
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ban előforduló húrok páronkint egyenlő hosszúságúak/*<p(n) tehát 
legfeljebb — vei egyenlő.*
Hogy <p(ri) valóban egyenlő ^ ^  -lel, az ki lesz mutatva,
ha bebizonyítjuk, hogy ha a 2) alatti számok egy növekedő soro­
zatot alkotnak, az
> A qA ii2, . . ., A qA]ív 5)
húrok mind különbözők, a hol v =  ~ ~  •A
Ez valóban így van, mert két húr csak úgy lehet egyenlő, ha az 
egyiket átfogó, az egész körkerületnél kisebb két ív mindegyike egy- 
egy, a másikat átfogó, egész kerületnél kisebb ívvel egyenlő; a 4) 
alatti sorozatban idézett húroknál azonban ez lehetetlen, mert, ha 
i és j  különbözők, sem a
ki=kj
sem a
ki =  h„-j
egyenlőségek nem állhatnak fenn.
Kimutattuk tehát, hogy
=  II)
Ha n = 5
<P (n) _  a 
2
s látható, hogy az I. tétel I*) alatti fogalmazása jogosult.
Az I*)-nek most a következő általánosítását fogjuk kim utatni: 
Ha
A q A t/—(M 6)
(?.=1, 2, . .  ., v)
azaz: ha %, a2, . . ., av az egységnyi sugarú körbe írható összes 
különböző szabályos n-szögek oldalhosszának mérőszámai, akkor
* Hu azoktól a triviális esetektől, midőn W5S2 eltekintünk, <p(n) min­
dig páros.
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a) (í*i«a • • • a,)2=p, 
ha n a p törzsszámnak hatványa, és
b) (ftyh • • • «v)2= l ,
ha n legalább két különböző törzsszámmal osztható.
E tétel bizonyítása algebrai problémára vezethető vissza ama 
megjegyzés alapján, hogy minden, az egységnyi sugarú kör kerüle­
tén lévő, Ak osztópont egy n-edik egységgyököt ábrázolhat 
k = 0, 1, 2, . . . ,  « —1 és a0= l .  Ha pedig az egész számok összes­
ségét az Ak osztópontokra úgy képezzük le, hogy minden egész 
számhoz, a melynek mod. n vett legkisebb pozitív maradéka k, az 
Ak osztópontot, az Au osztóponthoz pedig az összes ily k' egész szá­
mokat rendeljük, belátható, hogy amaz A*. osztópontok, a melyek 
szabályos «-szögeket szolgáltatnak primitiv /í-edik egységgyököket 
fognak ábrázolni, más osztópontok pedig primitiv n-edik egység­
gyököket nem ábrázolhatnak. Moivre tétele értelmében ugyanis az 
«A; egységgyök m-edik hatványát az mk számhoz tartozó A osztó­
pont fogja ábrázolni és ha a
k, 2A1, . . ., (n— l)k, nk
számoknak megfelelő osztópontok különbözők, különböző n-edik 
egységgyökök lesznek az
«*, 4< ■ ■ ■> « r 1’ «"
hatványok is, a mi az egységgyök primitivitásának föltétele. 
Az
Au,, Ak,, • • ., Ak(/I(n)
osztópontok az
ak,, ak,, ak
egységgyököket ábrázolják, ezek tehát az összes n-dik primitiv egy­
séggyökök, hacsak a ki(i— 1, 2 , . . ., <p(ri) számok a 2) alatti soro­
zat számai.
A komplex számok és a sik egyenes darabjai közt létesíthető vo­
natkozás értelmében az A0Ak egyenesdarab hosszának mérőszáma
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az 1 — au komplex szám abszolút értékével egyenlő, s mivel az 5) 
alatti képlet alapján, a 6) alatti jelölést használva:
A^Ak^ • A0Aice ■ ■. AnA/C(^ n —^(fli ftj. . .  £í ,.)'2
azt kapjuk, hogy
(« í«2 • • • a»)a= | ( l - a fcl) ( l  — ofcl) . .  .(1  — ajt2,.)j,
a mit még így is írhatunk a következő jelölés használatával
<Pn{x)={x— akl)(x—ak,) ■ . . {x—akJ
(«!, a2, a,.)2=</)„( 1) III)
<l>n{x) =  0 7)
a z a (5 (n)-edfokú egyenlet, a melynek gyökei az összes primitiv 
n-edik egységgyökök és csak ezek; 0 re- b e n  azonkívül x  legmaga­
sabb hatványának együtthatója az egység. Problémánk ez által a 
0n (1) helyettesítési érték meghatározására van visszavezetve.
0n (x) szerkezete, a melynek részletes vizsgálata a legtöbb al­
gebrai kézikönyvben megtalálható,* különböző a szerint, a mint n 
egyetlen primszám hatványa, vagy egynél több primszámmal is 
osztható; innen van az, hogy az (%a2 . . .  a ,.)2 kifejezés értéke n  
számelméleti szerkezetétől függ.
a) Legyen
n =  p a
a hol p  primszám. Az a = l  eset azonnal elintézhető, ez esetben 
ugyanis, mivel
(k,p)=  1.**
hacsak
k = i,  2 , . . ., p — 1
az «0=  1 kivételével az összes egységgyökök primitívek, tehát:
nßP_1
0p (x) = -----—j— =  XP~1-i-XP~2-\-----\-X-\- 1X 1
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* Pl. Weber Algebra (II. kiadás) I. kötet, 141. §.
Bachmaxn. Die Lehre von der Kreistheilung 14. 1.
** (k, p) a k  és p  számok legnagyobb közös osztóját jelenti.
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és így
(a,a.2. . .  a{,r i f= p ,
.... ^  -
a mi nem egyéb, mint az a) alatti képlet specziális esete.
Legyen most «>1.
Hivatkozom az egységgyököknek ama tulajdonságára, hogy 
minden n-edik egységgyök n-nek egy és csak egy osztójára nézve 
primitiv egységgyök, más szóval n egy és csak egy osztójához tar­
tozik. ^
Ha n = p a n összes osztói: 1, p, p2, . . ., p “-1, p “ ; minden n-dik 
egységgyök valamely pP-ra nézve primitiv gyök, a hol ß  a 0, 1, 2, 
. . . ,  « —1, n  számok valamelyike; minden n-edik egységgyök tehát 
vagy primitiv n-edik egységgyök, vagy p "_1 valamely osztójához 
tartozik, tehát p“_1-dik egységgyök, mivel továbbá az összes p“^1- 
dik egységgyökök egyúttal p“-dik egységgyökök is
0pa (x): xPa- 1 ( x r - y - iP V~/
=(xP',~ y - i+ ( ící"-1)p_!2H------ i - x r - '+ l ,
tehát:
( a ^  . . .  av)2= p  ha n = p a. 
b) Legyen végre
? i= = p « ip " a  . . . p « r
a)
8 )
a hol a p-k különböző .primszámok és legalább két a nagyobb a 
zérusnál. Minhogy minden n-dik egységgyök n-nek egy és csak egy 
osztójára nézve primitiv egységgyök, (J)n(x)-et megkapjuk, ha 
x n—1-et n összes n-nél kisebb osztóinak megfelelő <P (sc)-ekkel 
elosztjuk, tehát:
<l>n (.a-) =
x n— l 
IKPd (.'•) ’d
9)
a hol a fi jel n összes nála kisebb osztóira terjesztendő k i ; ez osz­
tók sorozata pedig:
1. pl. König, Aliul isis 162. 1.
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1. Pl< P\> • • •» Pl' 
Pi> P\, ■ ■ ;  P |s
Pr, p;, ■ ■ ; Prr
és az összes ily alakú számok :
d ’= p < p < . . . p < ,
a hol
«3fc=0 , 1, 2 , . . . . « *  ( k = l ,% . . . , r )
«í+«sH—  • «aH—  • + tt>- 10)
és legalább két « '> 0 .
A 9) alatti képlet tehát részletesebben kiírva a következő:
x n—\
(X— 1 )4>p (x) 0 P 2(X),..<Ppp  (x)...<J>pr{X)...<Pp“r(x) n<Dd\X )  
1-h£C ,* - a -i--------- \ - X + \
~  <PPi{x)<Pj%{X) ... <Pp«i(x) ... 0pr{x) ... <pp«r{x) n<Pd'(x) ’
mivel pedig az a) képlet szerint:
0pkW = P i
/ k  =  l f 2, . . a A 
\i=  1, 2,.. r )
M.
$n(1) =
P V P ^---P rr f!0d'iX)(V
s így a 8) alatti képlet értelmében :
®n(l) — n<pd'{ í)
A '
11)
Minden egyes 0,v (1) kiszámítására most már magát a l l )  kép­
letet használhatjuk fel, minthogy (V ép úgy mint n legalább két 
különböző primszámmal osztható.
Tehát:
(Pd'iV) =  n<Pd"(l) »
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a hol
d " = p < p < . . .  p <
4 = 0 , 1, 2 , . . . ,  4
(fc=l, 2,. . . r)
de úgy, hogy:
« 1 + 4 4 — ■ +  4  < 4 + 4  +  • • • +  ar 12)
és legalább két a " >  0 .
A redukczió így folytatható, a míg a 10, 12, s í ,  t. egyenlőtlen­
ségek alapján egy oly d(J)-hez nem jutunk, a mely ily alakú: p Íp t, 
a hol ß > 0 ; de akkor a 9) szerint:
xdU)- i+ x d U)- i -1----- f-£cdU) +  l
d'J> (X) ~  0p (x) <Ppl(x). . . 0 pfl(x)0p t(x) ’
tehát
<Z>rfO')(1) ==1-
Ebből azonban már következik, hogy egész általánosságban, ha 
n=p'pp“*..  . p “r, a hol legalább két a érték különbözik a zérustól
<4(1) =  1,
tehát
(űha2 . . .  ctv)2= l .  b)
Tételünk ezzel teljesen be van bizonyítva.
Zemplén Győző.
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(Harmadik közlemény.)
I I I .  A gam m a fü g g v én y  a lap tu lajdonságai.
12. A gammafüggvény az alkalmazásoknál mint az előbbi feje­
zetben vizsgált vagy más, erre visszavezethető, integrál szokott 
fellépni. De magára r(x) vizsgálatára kényelmesebb a szorzat alak 
vagy — mi lényegében ugyanaz — a
f( x ) lim wn{x) =  lim
n— oo n= go
nx (n— 1)!
íc(a’+ l ) ( íc + 2) . . .  {x-\-n— 1)
képlet. E kifejezésről már az első fejezetben igazoltuk, hogy eleget 
tesz a
r ( x + l )  = xr(x)  I)
és
r j x-j-n)
nx (n—1)! 1 II)
azonosságoknak. Most néhány más tulajdonságát vezetjük le 
hasonló módon.
13. Az I) képlet értelmében
f {  1 — x) — — x f ( —x),
tehát
r ( x )  í  —  x)  — —  x r ( x )  r ( —x)
Vagyis
=  — limOC 00 (1-íC 2) 1 -
X lim tpn (x) <pn ( — X) —
n= oo .2 \-l-l
f( x )  f ( í —x) =
X
“  / . r 2 \
5 n  í
71=1 \ - I F )
21)
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Ámde ismeretes, hogy
és innen
05 / 2,^  \
s i n z = 2
sin nx =  n x  II (1 — )■
n=i V /
Ezt 21) alatt tekintetbe vévén
Z1 (íc) jP (1 — ík) =  —7—— • III)sm TTX
14. Ugyanez még más czélszerű alakokban is fejezhető ki. 
írjuk pl. r (  1—íc) helyébe a vele egyenlő
—x T (  1—se)
kifejezést és oszszunk (—se)-szel. Leszen:
f { x ) l ' ( - x ) x  sm 7tx Illa)
Ha pedig III) alatt x  helyébe (i+se)-et helyettesítünk, akkor
r a + x )  r a - x )  =
COS JTSC
Innen x  =  0 esetében
n i )  =
Illő)
22)
15. Ha Illa) és 1116) alatt x  az ui tisztán képzetes számmal 
egyenlő, akkor e képletek bal oldalai konjugált komplex számok­
nak szorzatai. Az ily szorzatról tudjuk, hogy értéke bármelyik 
tényező abszolút értékének négyzetével egyenlő. Tehát ebben az 
esetben azt kapjuk, hogy
es
| f\u i)
n i+ M í)  i2 =
ui sin ttuí u{eM,—e -nU)
X 2 7T
cos 7tui e”"-\~e-n11
Innen:
I 2^
2Ba)
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es
r { \  + U Í)  j —  I  e7cujle -n u  )  ’+ « '
16. Helyettesítsük III) alatt x  helyébe rendre az
k1 2  ^
n  ’ n n
n— 1
n
törteket és a nyert képleteket szorozzuk össze. Akkor
Tn—1p 2 = 7T"
t: . 2?r . krr . (n—l)ssin sin— . . . s i n  . . . s i n - ----------n n n n
hol rövidség kedvéért
p= '■ (,V)r («) • • • ^  (I) ■ - • ^  (“71 )■
A nevező egy-egy tényezőjének kétszerese 
kn
n2 sin 
vagyis
hol
Tehát
2M—1 sir
(2 - 2 2 kn \ * 1/ . ikn Y  I .cos----- =  1— cos - 1 +  Isin11 / l\ 11 1 \
’ikít
2 sin =  1 —a-kn
Qkx 2/lTT«jt — cos +  1 sm
11 n
7r . 2 7T • («— 1) 7T■ =  |(1-- «1) (1 — «2) •sm . . . sm —n n 11
; a•■k nem egyebek, mint az
Xn — 1 =  írn- 1+.Tw- 2d----- p.T-l-1  = 0X— 1
körosztási egyenlet gyökei. Tehát
,(x— at)(x—a2) . . . (x-~-un-i) =  ,rn_1+a;n_2-[----- \-x-\-\,
23b)
24)
6 5
n—l) •
és innen x  = 1 esetében
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(1— «a) • • • (1— a„_i) =  n.
Ezt 25) tekintetbe vévén :
(n— 1) 7r. . 7Z . 2 rz" -1 sin -  sin . . .  sinn n
és
p *  =  (% )”:
n
Tehát
n = n,
P = r ( 4 ) 4 » ) - - - W ’y ) = h w - hí_1.
Még pedig a négyzetgyöknek pozitív értéke veendő, mert a gamma­
függvény a változónak minden pozitív értékénél maga is pozitív.
Ennélfogva
IV)
17. Számítsuk ki az előbbinél általánosabb
r w r [ x +  * - ) /• (*  +  D -
szorzatot is. E végből oszszuk el egymással a
(-+4 )
X + n—í)
<pr
r r + n (r— 1)!
(* +  A )( .t + 1 +  * ) . . . ( a, + r - l +  *-)
r r+ n nr(r—1)!
(nx-\-k)(nx-\-n-\-k) . . . (nx-\-r—1 n+fc)
es
(pr
r m nr — 1) I
kifejezéseket. Leszen
*  (*+4 )
k . . . (v— 1
rx k(n+k)  . . . (r— ln+fc)
[vx-\-k) (nx+n-\-k) . . . (na?+r— 1 M+&)
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Helyettesítsünk itt k helyébe rendre
1, 2 , , n - 1
-et,továbbá szorozzuk meg az így nyert képleteket egymással és a 
következővel:
rx 1 . 2  . . .  (r—1)
<f-r (x) ■
sc(íc+ 1)(íc+ 2) . . .  {x-\-r— 1) 
nrxn . 2« . . .  (r— 1) n
Leszen
nx (nx-\-n) {nx-\- 2n) . . .  (nx+ r— 1 w) 
{X) <fr [x +  ^  ) (pr {x  +  • • • <pr +  H— 1)
<pr (iM!)-'*- n — 1 n
nrnx ( r n ~ i) !
nx {nx + 1) (uíc+ 2) . . . (»ic-fru— 1) 
és ha r= oo , akkor
=  n1_niC prn {nx),
\ x ) / \ x + l ) r [ x  +  ^i ] . . . r ( x  +  l t t l)
—  TTV ^-- 7-----5-  —  - =  W1“ "* /'(UÍC).
Ha még e képletet megszorozzuk a IV) alattival, akkor végre
r W  r (X +  h ) / '{X + n h - / í X + n=^ )  =
n—_ 1
=  (2tt) 2 w i-WJ! [\nx).
Pl. n =  2 esetében
/ ’(.X-) f ( x + i )  =  (2-)i 2Í-21- f  (2íc)
V)
vagyis
22r rí« ) /"(ír+i-) 
~ r ( 2íc)~
2ffh 26)
A IV) és V) alatti képletek Gauss-tói valók.
68 KDRSCHÁK .JÓZSEF.
IV. S egéd tételek .
18. Hogy a következő fejezet tárgyalásait ne kelljen megszakí­
tanunk, a szükséges segédtételeket e fejezetben bocsátjuk előre.
Az egyik segédtétel a
4!>® = X ^ t 27)fel
trigonometriai sorra vonatkozik, hol t valós változót jelent. E sor 
a trigonometriai sorok elmélete nélkül is összegezhető.
E végből induljunk ki a
sin a cos ß =  \  (sin (a-\-ß) +  sin (a—ß))
képletből. írjuk itt a helyébe v felét, ß helyébe pedig rendre v 
többeseit. Leszen:
. V 1 / . 3c . c ’sin -- cos V = sm - — sm
2 2 \ 2 2
. V 1 / . 5c . 3c'sin —r- cos ív  — — sin — — sin -v
2 2 \ 2 2
sin 2 cos nv — ^ |sin (n +   ^ ) v — sin ----~
és ha összeadunk, akkor
n
sin T  á-j cos kv =  2 (sin (n +  "2")v ~ sin T )' fei
Oszszunk még sin — felével és írjunk v helyébe í-t-t. Leszen
sin (2n -|-l)7rf
2 2  cos =  — 1 +  í sin nt
Továbbá integráljunk itt az |  és t határok közt, hol 0 < / <  1. 
Ekkor:
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V 1 sin 2A-~Í _  1 í‘ SÍ
L  k -  -  ¥  ~  +  JI- ! I
sin(2n + l) ;r í
sin 7rí dí. 28)
Ha még kimutatjuk, hogy
lim r~
71 = co J
sin (2« + l )  - í
sin ttí dt =  0 ,
akkor í-nek minden pozitív valódi tört értékénél:
19. Hogy
Xfc=i sin 2knt _  1 (~  2 ~  '
sin (2n + l )  ttí
sin nt dt
29)
nagyságát megítélhessük, integráljunk párcziálisan. Leszen:
cos(2tt+ l)?rf J 
‘°n (2w +l)?r sin^í
C cos (2
J  2;
n + l) ;r í  cos nt
íi+ 1  sin2 TTÍ dt.
Ha — d, hol d egy tetszőlegesen kicsinynek választható,
de állandó pozitív szám, akkor itt a számlálók — 1 és + 1  közé 
esnek. Továbbá a nevezőkben
sin nt sin no.
Végre az integrálás két határa közötti különbség kisebb |-nél. 
Ennélfogva
t
f  cos (2h +  1) jtí cos nt , 1 1
i j  2n + l  sin'2/TÍ ' I 2 (2»t+l)sin2nd
2
Továbbá
cos (2n + l )  xt 1 ' ______ 1_  1______
(%n-\-\)n sin nt I 2 (2t t+ l )  sim rí 2 (M +l)sin2jrd
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E szerint esetünkben:
1
pn <  (2/7-)-1) sin2 7td ' 
Ha most t helyébe (1 — t)-1 írunk, akkor
n
sin 2//;r< 
kit és
1
9 -  t,
tehát pn is, csak előjelét változtatja. Ennélfogva a o„ -re nyert 
egyenlőtlenség esetében is igaz.
Innen valóban Ym\pn — 0- Továbbá a pn j-re talált felső határ 
független lévén f-től, sorunk a
egyenlőtlenségnek megfelelő számközben egyenletesen összetartó. 
Mindent összefoglalva: A
.... \ ' sin °2kiTt
sár minden oly intervallumban, melynek határai 0 és 1 közé 
esnek, egyenletesen összetartó és összege: t.
20. Ha t nem esik 0 és 1 közé, akkor <p (t) többé nem egyenlő 
(£—f)-vel. így már t =  0  és t =  1 esetében
ellenben
r  i 1 1
—  t - — t2 2
efi(Q) = 0(1) r- 0 .
1
2
Míg a 29) képlet helyessége a 0 <  t <  1 egyenlőtlenséghez van 
kötve, addig a vizsgált sor összetartásáról ez többé nem áll. Ha 
ugyanis t helyébe (n+f)-t írunk, hol 0 ákt<  1, n pedig egész szá­
mot jelent, akkor a <P(n-]-t) sor tagról tagra megegyezik </>(f)-vel. 
Tehát a sor ekkor is összetartó és összege: 0{n-\-t) — (D (t).
21. Másik segédtételünk az
a
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integrálra vonatkozik. Itt g (t) a í-nek ráczionális egész függvénye, 
az integrálás pedig az aß valós számközre vonatkozik, hol a < ß .
Ráczionális függvény integrálásáról lévén szó, az integrálás 
logaritmikus függvényre vezet, és F(x) tulajdonságai a logaritmus 
tulajdonságaiból könnyen meghatározhatók.
Lássuk tehát először a logaritmusnak vizsgálatunkra nézve 
fontos tulajdonságait.
A logaritmus végtelenül sok értékű függvény. Ha valamely 
helyen l . x  egyik értéke u-\-iv, akkor ugyanott az összes értékeket a
l . X  =  U -\-Í  ( í / + 2 > í 7 T )
képlet adja meg, hol n tetszőleges egész számot jelent. Ha itt n-et 
úgy választjuk, hogy
— ff <  :
akkor l . x  főértékét nyerjük.
Ha f(x)  az .x-nek egyértékű függvénye, akkor l . f (x)  főértékét 
nem mindig czélszerű ugyanígy megállapítani. Pl. a következő 
fejezetben l. r (x )  főértékét máskép értelmezzük. De állandó szám­
értéknek, továbbá lineáris egész vagy törtfüggvénynek logaritmu­
sára nézve ugyanígy állapodunk meg. Vagyis
l.c l . (ax-\-b) l . axß-b  ex f-d
főértékében a képzetes részt szintén úgy választjuk, hogy i együtt­
hatója — ti és ti közé essék (a felső határt megengedve, de az alsót 
kizárva).
Ezentúl logaritmus alatt rendszerint csak annak főértékét 
értjük.
Ú2Ü2. Ábrázoljuk x  értékeit a szokásos módon egy sík pontjaival. 
Ha a számsíkot az x  — 0 helytől a negativ számok féltengelyének 
mentén az x =  — °° helyig végig hasítjuk, akkor e metszet kivételé­
vel l . x  (főértéke) mindenütt folytonos.
A metszet tetszőleges x 0 helyén l . x  valós részének limese 
l. x'0|. A képzetes rész ellenben jrí-hez vagy ( —«)-hez közeledik, 
a szerint, hogy x  a számsík felső vagy alsó felében közeledik hoz.
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E kétféle határátmenetnek tehát l . x  két különböző határértéke 
felel meg, melyeket következőleg jelölünk:
és
+
l . x 0 =  l . | x 0 +  ni 
l . x 0 — l . j  x 0 \ — ni.
Közülök csak az első adja meg l . x 0 főértékét. A kettőnek 
különbsége:
+ —
l . x0 — l . x 0 =  2ai.
23. Ha a vizsgálandó
a
dt
integrálban
vagyis
a íg — x  < , ?
akkor az integrálás határai közé eső
t =  — x
helyen az integrálandó függvény elsőrendű végtelen, tehát az 
integrálás lehetetlen.
Ha azonban x  komplex értékű, vagy ha valós, de nem esik —ß és 
—a közé, akkor az integrál véges és meghatározott értékű. Kiszá­
mításánál csak az integrálásnál fellépő logaritmus követel némi 
óvatosságot. Ugyanis a logaritmus főértéke az argumentumnak 
negativ értékeinél elvesztvén folytonosságát, a határozatlan integ­
rálást oly alakban kívánatos elvégeznünk, hogy a logaritmus jele 
alatti függvény az aß intervallumban negativ értéket ne vegyen 
fel. Csak ekkor szabad az integrálás határai között mindenütt a 
logaritmus alatt annak főértékét értenünk.
Az integrál két részre bontható :
F{x) =
a a
f  h (t, x)d t +  g ( —x) j  - dtX t
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Az első részben
h  ( í ,  a ? ) g(f)—g(~x)
a í-nek és íc-nek ráczionális egész függvénye. Tehát
G (x) =  J  h (t, x ) <lt
«
az a?-nek ráczionális egész függvénye.
A második részben
/ dtx-}-t  ^ X~\-tfi J X-\-ß j X-\-díC+a Jf_a ' T + a  ' ac+,5
Az integrálás határai közé eső í-kre nézve
x + t
X~\- ti
mindig pozitív vagy komplex értékű, tehát szabad l. alatt a loga­
ritmus főértékét értenünk.
Végeredményben
F(x)  = G(x)—g (x) l . ~ ~  ■ 30)
Ha pl.
=  « =  o, /* =  i,
akkor
h (t, x) =  — 1 G (íc) =  — 1
és
í
/ í + í * - « * * » ' - * ?  i.  0
31)
34. F(x) magaviseleté különösen azon x  helyek környezetében 
érdekel, hol az F(x)-et értelmező integrál elveszti értelmét.
Ha
x  F  — a,- ß f
akkor a logaritmus jele alatt fellépett
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X-\- (l 
X +  ß
hányados negativ értékű. Kérdésünk megoldása tehát csak annak 
alkalmazását követeli, a mit a logaritmusnak viselkedéséről az 
argumentum negativ értékeinek környezetében tudunk.
Rövidség kedvéért legyen
x + a
Z ~~ x + ß ' 32)
E képlet x  és z közt oly kölcsönösen egyértelmű kapcsolatot 
állapít meg, hogy két összetartozó érték képzetes részeiben i együtt­
hatói egyenlő előjelűek. Ha ugyanis
akkor
X — u +  iv,
u +  a +  iv __ [u +  a +  ii+ u+ ß—iv) 
U + ß+ iv ~  (u+ßY+V2
képzetes részében % együtthatója
iß -a )  v 
(u+ ß^+ v2 '
Ez pedig, mivel ß >  «, valóban a u-vel egyenlő előjelű. Továbbá 
v =  0  esetében z-nek képzetes része is eltűnik.
Tehát ha x  a számsík felső vagy alsó felében valamely — ß és 
—a közé eső x 0 valós számhoz közeledik, akkor
_  X + a  
X-\- ß
a száinsik ugyanazon felében közeledik a
_
U Xo+ß
negativ számhoz. Továbbá
i x + a
’ x + ß
mind a két határátmenetnél egy-egy meghatározott számhoz közele­
dik, de e két határérték nem egyenlő. A kettőnek különbsége : 2ni.
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Ha a mondottakat a 30) képletre alkalmazzuk, akkor a követ­
kező tételt kapjuk:
Ha az
integrálban (hol g{t) a t-nek ráczionális egész függvénye és a<ß) 
az x  változó a számsíknak akár felső, akár alsó felében a 
—ß . . . —a intervallum valamely x 0 belső helyéhez közeledik, 
akkor F (x) mind, a két esetben egy-egy véges és meghatározott 
határértékhez közeledik. De e két határérték nem egyenlő, hanem 
különbségük:
,i
F(x0) -  F  (x0) =  -  2m g(—x 0). 33)
Kürschák József.
AZ ELEKTROMÁGNESES TÉR HATÁSA A FÉNYRE.*
Az a tárgy, melylyel foglalkozni fogunk, összekötő kapcsot képez 
az emberi tudás két fontos ága: az elektromágnességre és a fény- 
jelenségekre vonatkozó ismereteink között. Önök előtt nagyon 
ismeretes, hogy a fényelmélet, melyről már-már azt hittük, hogy 
végleg megállapodott tudomány, Maxwell merész újítása folytán 
egészen új alapot nyert, melyen az elméletet újból fel kellett épí­
teni. Ez a munka részben már megtörtént, részben most van 
folyamatban. Ismeretes az is, hogy míg a régi elmélet a fényrez­
géseket az aether rugalmas erőivel magyarázta, addig az új elmé­
letnek alapja Maxwell ama nézete, hogy a világító testek részecs­
kéiben elektromos mozgások szakadatlan sora megy végbe és hogy 
az ezektől a térben keltett hullámzások — szintén elektromos ter­
mészetű mozgások — hozzák létre azt a jelenséget, melyet fénynek 
nevezünk.
Első pillanatra úgy látszik, hogy ez az elmélet a régihez képest 
visszaesést jelent. Visszaesést, mert oly jelenségcsoportot, melyről 
elég határozott — bárcsak hypothetikus képzeteink voltak, oly 
jelenségcsoporttal igyekszünk megmagyarázni, melyről szóló kép­
zeteink ez ideig bonyodalmasabbak, ingadozóbbak és határozat­
lanabbak. Az aether rezgéseinek mechanikájába már-már bele­
törődtünk s róluk szinte jól eső nyugalommal beszéltünk s most 
e biztos alapot el kellett hagynunk, hogy az elektromos mozgások, 
eltolódások és kölcsönhatások szövevényes s határozatlan gépe­
zeteihez térjünk át.
Ha az egész újítás csak ennyiből állt volna, akkor a visszaesés
* Előadta a szerző a Math, és Phys. Társulat nov. 9-iki ülésén.
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vádja jogosnak volna mondható. De Önök jól tudják, hogy az 
újítás nem állapodott meg itt, hanem a régi elektromos elméletet 
is hatalmas arányokban változtatta meg. Az elektromos fluidumo- 
kat kiküszöbölte, a távolbaható erők helyébe behozta a pontról - 
pontra, közegről-közegre tovaterjedő hatást. Ezek alapján a veze­
tőkről, szigetelőkről, az áramról, az áram munkájáról s az energia 
átalakulásának módjairól szóló fogalmaink is gyökeres változást 
szenvedtek. Ismeretes továbbá az is, hogy épen ez az új elmélet 
mily fényes kísérleti tények és felfedezések létrehozására adta meg 
az első impulzust. HERTznek 1887-ben megjelent első dolgozata 
óta a legváltozatosabb s úgy tudományos mint gyakorlati jelen­
tőségű kísérleti tények egész sora, továbbá óriásán megnövekedett 
szakirodalom ez elmélet kísérleti kihatását hirdeti.
Az új felfogás tehát termékeny, produktiv hatású volt, de meg­
volt másrészt az a nagy előnye is, hogy az emberi elme egységesítő 
munkáját egy nagy lépéssel vitte előbbre. Ez elmélet álláspontján 
az elektromos, mágneses és fényjelenségek tökéletesen azonos 
tünemények; nem qualitativ, csak quantitativ különbségek merül­
nek fel közöttük. Valamennyien két alapfeltétellel magyarázhatók 
meg, melyeknek egyike az anyag legkisebb részecskéire, a másika 
pedig az setherre vonatkozik. E két suppositio, melyekről később 
szó lesz, elégséges ahhoz, hogy két igen kiterjedt, eltérő jelenség- 
csoportot egy közös magaslatról tekinthessünk át.
így állván a dolog, nem csoda, ha a legnagyobb érdek fűződik 
mindama kísérleti tényékhez, melyek a két jelenségcsoport köl­
csönhatásait mutatják. Nem számosak e tények, nem meglepők, 
de annál tanulságosabbak. A jelen előadásnak czélja rövid referá­
tumot nyújtani főképen ama kísérleti tényekről, melyek a két utóbbi 
év, 1897 és 1898 alatt jöttek létre és pillantást vetni amaz elmé­
leti megfontolásokra, melyek rájuk vonatkozólag tehetők.
Midőn ezt teszem, engedjék meg, hogy oly dolgokkal kezdjem, 
melyek már régóta ismeretesek. Hiszen nem kisebb ember — maga 
Faraday volt az, ki e kérdéssel először foglalkozott s hosszas 
kísérleti kutatások után valóban szép felfedezéseket is tett.
Hogy Faraday és a többi ez irányú kutatások természetét meg­
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érthessük, mindjárt most az elején bele kell magunkat képzelnünk 
az ő gondolatkörébe. FARADAYnak az volt a felfogása, hogy a mág­
nes körülötti tér erővonalakkal van benépesítve (1. ábra). Az 
erővonalakat azonban nem tekintette puszta mathematikai ab- 
stractióknak csupán, hanem valóságos physikai létet tulajdonított 
nekik, mely a tér állapotának bizonyos megváltozásában áll. 
E felfogás azt hozza magával, hogy a mágnesnek érthetetlen
1. ábra.
távolbahatása megszűnik s helyette a hatás pontról-pontra terjed 
tovább valami anyagon keresztül. Ez az anyag az aether; ugyanaz, 
mely a fényelméletben szerepelt. De hogy az aetherben az erő­
vonalak mentén ini történik, arról egyelőre nincs határozott, meg­
állapodott fogalmunk. Lehet, hogy e vonalak mentén valami 
feszülés lép fel, lehet, hogy az aether e vonalak irányában folyik: 
a mágnes egyik sarkán be, a másikon k i; de lehetséges az is, hogy 
e vonalak körül örvényszerű vagy keringő mozgást végez. Akár­
hogy áll azonban a dolog, az az egy bizonyos, hogy ha a mágneses
79
térben az aether bizonyos megváltozott állapotban vau és ha a 
fény ugyanezen aether hullámszerű mozgásából áll, akkor előre 
várhatjuk, hogy a fényben valami változásnak kell fellépnie, ha 
mágneses téren halad, keresztül. íg y  k ö v e tk e z te te tt  F araday  is s 
fe lte tte  m a g á b a n , hogy  e  v á lto zá st k ísér le tileg  is  k im utatja .
Ha e czélra természetes fényt használt, semmi változást sem  
észlelt. De ez az eredmény nem lepte meg őt, hiszen úgy képzelte, 
hogy a természetes fényben a rezgés a sugárra merőleges, minden
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irányban történik és egy irányhoz sincs valami állandó, különleges 
viszonyban (2. ábra). Faraday előre sejtette, hogy a m ágneses tér 
a rezgések irányát változtatja m eg; ez a változás pedig a term é­
szetes fény minden irányú rezgéseinél sem nem észlelhető, sem le 
nem mérhető. Olyan fényt kellett tehát használnia, melyben a 
rezgések csakis egy meghatározott síkban mennek végbe. Ilyen 
fény, a mint az Önök előtt ismeretes, a síkban polározott fény; 
nyerhető úgy, hogy a természetes fényt, pl. mészpát kristályon 
szűrjük keresztül és a két sugár közül, melyekre a természetes
°2. ábra.
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fény b om lik , c sa k  az egy ik et h aszn á lju k  fel. I lyen  fénynél a  rezg és  
sík ját, ha e lfo g a d ju k  a FnESNEL-féle e lm é le te t, te ljesen  ism erjük  és  
egy  m ásik  p rizm áva l e ld ö n th e tjü k  azt is, h o g y  a rezgési sík  a  k ö z­
b en , h ogy  a  fén y  á th a lad t a  m á g n eses  téren , e lfordu lt-e , ső t  az 
elfordu lás sz ö g é t  p o n to sa n  le  is  m érhetjük.
Ilyen fényt használt F a r a d a y  s kísérleteit a következő m ódon  
rendezte be (3. ábra). Az elektromágnes két sarkát, AA-t keresz­
tül fúrta, hogy a fénysugár akadálytalanul haladhasson az erővona­
lak irányában a mágneses téren keresztül. A két sark közötti térbe 
súlyos ólomüvegből készült prizmát C-t tett. A két NicoL-féle 
hasáb Bj és B% először úgy van állítva, hogy főmetszeteiknek síkjai
egymással 90° szöget zárnak be. Ha ennélfogva az elektromágnes 
nincs gerjesztett állapotban s a fény, mely ß ,-n b l síkrezgéssé vál­
tozott a prizmához ér, akkor ezen nem haladhat keresztül, 
mert e prizma csak oly rezgéseket bocsát keresztül, m elyeknek  
rezgési síkjuk párhuzamos az ő főmetszetének irányával. A ü„2-őn 
túl tehát nem jut fény, vagyis az oda helyezett szem sötétséget lát. 
De ha most az elektromágnest gerjesztjük, tehát előállítjuk a m ág­
neses te r e t: a látótér egyszerre világos lesz, a mi jele annak, hogy 
áthaladás közben a rezgések síkja elfordult, úgy hogy .most van  
olyan komponens, mely a B% prizmán áthaladhat. E második 
prizma megfelelő forgatásával azt a szöget le is lehet mérni, mely- 
lyel a rezgések iránya megváltozott.
3. ábra.
Faraday azt tapasztalta, hogy az elforgatás szögének nagysága 
függ a mágneses tér erősségétől, de függ amaz anyag természetétől 
és dimenzióitól is, melyen a fény áthaladt. Légüres térben nincs 
elforgatás és az elforgatás szöge nagyobbszik, ha a mágneses teret 
mind sűrűbb és sűrűbb anyag tölti ki. Ezekből szinte magától 
következik, hogy a rezgési sík annál jobban forog, minél hosszabb 
úton halad a fény az anyagon keresztül. Ha a fénysugár az áthala­
dás után visszaverődik és ellenkező irányban újból befutja a mág­
neses térbe helyezett anyagot, a forgás iránya ugyanaz marad, 
úgy hogy az elforgatás szöge megkétszereződik. Ily módon pár­
huzamos tükrök megfelelő elhelyezésével el lehet érni, hogy a 
sugár az anyagot egymásután többször ide-oda megjárja; e beren­
dezéssel az eredeti, aránylag kicsiny elforgatás! szöget jelentékeny 
módon meg lehet növelni. Sikerűit bebizonyítani, hogy akárminő 
anyag van is a mágneses térben — gáznemű, folyékony vagy 
szilárd — a rezgési sík mindig elfordul. Hogy légüres térben nincs 
elforgatás, abból arra következtetünk, hogy a mágneses tér nem 
hat directe a rezgő aetherrészecskékre, hanem azon súlyainérhető 
anyagra, mely a teret kitölti.
Faraday e szép felfedezése után jöttek azután más, hasonló 
természetű kísérleti tények. Magától felmerül a gondolat, hogy 
különösen erős forgatást kell észlelnünk olyan anyagoknál, a minő 
a vas, nikkel, kobalt, melyeknek mágnesi foghatóságuk igen nagy. 
Csakhogy ez anyagok, szerencsétlenségünkre, a fényt nem bocsát­
ják keresztül, átlátszatlanok. De tudjuk azt is, hogy újabb időkben 
oly vékony fémrétegeket sikerült előállítani, melyek már a fényt 
átbocsátják. Kundt elektrolytikus úton üveglemezre igen vékony 
vasréteget csapatott le és valóban az így nyert alig pár ezred- 
milliméter vastag vashártya már a fényt elegendőképen átbocsá- 
totta. Ha mágneses térbe helyezte és síkban rezgő fényt bocsátott 
rajta keresztül, a rezgés síkja igen nagy szögértékkel fordult el. 
Ha 1 cm vastag vaslemez a fényt átbocsátaná, úgy a rezgések 
irányát 200,000 fokkal fordítaná el.
K f. r r  v i z s g á l a t a i  s z e r i n t  a  m á g n e s e s  a n y a g o k  f e l ü l e t é r ő l  v i s s z a ­
v e r ő d ö t t  f é n y  r e z g é s s í k j a  i s  f o r g á s t  s z e n v e d .  D e  v e l e  k a p c s o l a t b a n
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más jelenség is észlelhető, nevezetesen az, hogy az eredeti egye­
nesben rezgő fény ellipsisben rezgő fénynyé változik. A visszaverő­
désnél tehát egy új, az elöbbeniekre merőleges rezgési komponens 
is keletkezik.
Ugyancsak Kerr mutatta ki, hogy ha a síkban rezgő fény elektro- 
statikai térbe helyezett anyagon (pl. szénszulfidon) halad keresz­
tül, kettős törést szenved. A rendes és rendkívüli sugarak út- 
különbsége függ az elektrostatikai tér intenzitásától.
Viszont ennek a tüneménynek is van mágneses analogonja, 
mely az eddigi jelenségeket érdekes új világításban mutatja meg. 
R ighi két ellenkező irányú körben rezgő fénysugarat állított elő 
és azokat mágneses térbe helyezett szénkénegen küldte keresztül. 
Kettős törés jött létre. Az a körrezgés, melynek iránya megegyezik 
a mágneses teret előállító elemi áramok irányával, gyorsabban 
terjed tovább mint az ellenkező irányú rezgés.
Valóban mindeme jelenségekről legjobban úgy adhatunk ma­
gunknak számot, ha a mágneses térben az aetherrészecskéket az 
erővonalak körül keringőknek képzeljük. Ha ilyen térbe még sík­
ban rezgő fény is jut, akkor a keringő setherrészecskék a rezgés 
irányát - úgyszólván — magukkal ragadják, vagyis megforgatják. 
Ezen az alapon építette fel Kelvin lord is az ő elméletét és be­
bizonyította, hogy mindeme jelenségek nem magyarázhatók meg 
rugalmassági különbözőségekkel, hanem csak egyféle módon, t. i. 
úgy, ha felveszszük, hogy a mágneses térben van forgás, mely a 
fénymozgásokkal összetevődik.
Ezek voltak mindama jelenségek, melyek egészen a legújabb 
időkig, a fény és az elektromágnesség kölcsönhatásairól szóló 
ismereteinknek alapját képezték. Az említett kisérletekben a fény­
forrás a mágneses téren kívül állott és csak a sugárzás haladt a 
téren keresztül. De világos, hogy magát a fényforrást is a mág­
neses térbe állíthatjuk és a kibocsátott sugárzást vizsgálhatjuk. 
Már maga Faraday is megpróbálkozott e feladattal, de hosszas 
fáradozása daczára sem bírt valami változást megfigyelni. A kísér­
leteket mások is ismételték, azonban siker nélkül; végre 1897-ben 
Zeemann, fiatal holland tudós, igen nevezetes jelenségeket ész­
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lelhetett. Hogy e kísérlet neki sikerült, az ő ügyességén kívül, 
annak is tulajdonítható, hogy ma már jóval erősebb mágneses 
teret bírunk előállítani, mint Faraday korában, de annak is, 
hogy az elméleti kutatások a kísérletekkel karöltve haladnak. Az 
elmélet az ismeretes jelenségeket összekapcsolja és ezek alapján 
nemcsak új jelenségeket jósolhat meg, hanem meg is mutatja azt 
az utat, melyen azok keresendők. így történt a jelen esetben is.
Zeemann a mágneses térbe natriumlángot állított és a kijövő 
sugárzást spektroszkóppal észlelte s azt tapasztalta, hogy a jel­
lemző szinképi vonalak megszélesednek. Ugyané jelenség más lán­
goknál is előállott.
E kísérleti tényre támaszkodva maga Zeemann, továbbá Lorentz 
és Larmor a kérdést elméleti vizsgálat alá vonták és a priori arra 
a nevezetes eredményre jutottak, hogy a színképi vonalaknak 
nemcsak szélesedniük, hanem több részre is kell oszolniok, neve­
zetesen az erővonalak irányában vizsgálva két részre, az erővona­
lakra merőleges irányban vizsgálva pedig három részre; vagyis az 
eredeti egy vonalból pl. a natrium Dt vonalából — az egyik 
irányban kettős, a másik irányban pedig hármas vonalnak kell 
létrejönnie (4. ábra). Ezt mondta az elmélet, de még többet is te t t ; 
megmondta, hogy a kettős vonalak két ellentett körrezgésnek felel­
nek meg, a hármas vonalak pedig síkrezgésekből származnak, a 
középsőnek megfelelő rezgések az erővonalak irányában, a két 
szélsőnek megfelelők pedig az erővonalakra merőleges síkokban 
mennek végbe.
Az elméleti vizsgálódások tehát az utat is megmutatták, melyen 
a kísérleteket folytatni kellett. A használt mágnesi térnél az eredeti 
vonalak csak megszélesedtek, de nem váltak szét. Vájjon a meg­
szélesedett vonalban csakugyan két, illetőleg három rezgés esett-e 
össze ? Könnyű volt erről meggyőződni. Hiszen az erővonalakra 
merőleges vizsgálódás esetén az elmélet szerint abban a meg­
szélesedett vonalban oly három vonal esik össze, melyek közül a 
két szélsőnek rezgés síkja merőleges a középsőére. Alkalmasan 
elhelyezett Nicol-hasábbal a rezgések egyik vagy másik fajtáját ki 
lehetett zárni. Zeemann ily módon meggyőződött arról, hogy az
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elmélet következtetései tényleg helyesek. S miután így m egerősö­
dött ama hitében, hogy jó úton jár, világos volt előtte az is, hogy 
ha a tér intenzitását növeli, akkor a vonalaknak az elm élet 
követelte teljes szétválását is előállíthatja. Ez is sikerült neki, 
mikor a tér intensitását 22000 CGS rendszerbeli egységig meg­
nagyobbította. Kísérleti tényei a következők :
1. Ha a fényforrást a m ágneses erővonalak irányában nézzük, 
minden színképi vonal kettős vonalra esik szét. Csillám-lemezekkel 
való vizsgálatból kiderült az is, hogy mindegyik vonalnak körrez­
gések felelnek meg, melyek iránya ellenkező.
S4r
2. Ha a fényforrást az erővonalakra m erőleges irányban tekint­
jük, minden színképi vonal hármasra esik szét. Nicol-hasábokkal 
való vizsgálatból kiderült, hogy a hármas mindegyike síkrezgés; 
a középső rezgési iránya megegyezik az erővonalak irányával, a 
két szélső rezgései pedig oly síkban mennek végbe, mely merőleges 
az erővonalakra.
Tapasztalta továbbá, hogy a hármas középső vonala megmaradt 
ama helyen, melyen az eredeti, szét nem oszlott vonal volt és hogy 
úgy a kettős, mint a hármas szélső vonalai ugyanazon d értékkel 
tolódtak el jobbra és balra az eredeti iránytól. Tapasztalta még, 
hogy a szétválás nagysága, a d annál nagyobb, minél erősebb a 
mágnesi tér. Valóban P r e s t o n , dublini tanár 30,000 40,000 CGS 
rendszerbeli térintensitással az elválasztást annyira vitte, hogy a 
vonalak fotografálhatókká váltak.
eredeti vonal, 
a  vonal szélesedése.
az elm élet követelése az erővonalak irányában.
« « « « az erővonalakra merőlegesen.
4. ábra.
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Az igen erős mágneses térben azonban más jelenségek is léptek 
fel. Nevezetesen a hármas helyett gyakran négyesek, hatosok, nyol- 
czasok jelentkeztek. Általában, ha a fényforrást az erővonalakra 
merőleges irányban nézzük, mindig a vonalak egész rendszerét 
nyerjük, mely áll egy középső és két szélső részből. Maga a középső 
rész egy vagy több vonalból állhat, melyek mind párhuzamos 
síkokban végbemenő síkrezgésekből származnak. A szélső részek 
mindegyike szintén több vonalból állhat, melyek valamennyien 
síkrezgések, de ez a sik a középső részek síkjára merőleges. Az 
5. ábrában a felső sorban az eredeti, szét nem oszlott vonalak 
láthatók, a középső sorban a szétoszlás középső részei, az alsó 
sorban pedig a szélső részek megfelelő vonalai vannak feltüntetve.
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5. áb ra .
Az 1. a normális hármas, a 2. négyes, a 3. másik fajta négyes, a
4. hatos és így tovább.
Mindeme észlelések lényege röviden következőképen mond­
ható k i: A mágneses térbe helyezett fényforrás az eredeti ismert 
vonalak helyett más és több vonalból álló fényt bocsát ki. A jelen­
ségnek keletkezését pedig így állíthatjuk magunk elé: midőn 
valamely anyag világít, akkor legkisebb részecskéi meghatározott 
periódussal biró rezgéseket végeznek; midőn a világító anyag 
mágneses térben áll, akkor legkisebb részecskéi több más fajta és 
más periódussal biró rezgéseket végeznek.
Hogy az egyes eredeti rezgésekből minő új rezgéseknek kell 
keletkezniük, annak egyelőre nincs általános törvénye. Ugyanazon 
anyag különböző vonalai nem oszolnak fel egyformán s különböző
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a n y a g o k n a k  a  s z í n k é p  u g y a n a z o n  r é s z é b e  e s ő  v o n a l a i  s e m  m u t a t ­
n a k  e g y ö n t e t ű s é g e t .
Nyilatkozik-e a Z e e m  a n n  - féle jelenség a szinkép megfordításáról 
szóló elv alapján az absorptiós színképben is ? Ismeretes, hogy — 
röviden mondva — az anyagok gőzei ugyanolyan rezgés számú 
sugarakat nyelnek el, a milyeneket maguk is kibocsátanak. Ismere­
tes továbbá az ezen tétel bebizonyítására szolgáló igen egyszerű 
kísérlet is. Ha egy fényes, széles és egyszínű A láng elé egy másik 
keskenyebb, ugyanolyan színű B  lángot állítunk, akkor a B  láng 
szélei sötétek lesznek. Természetes, mert az A lángból jövő, 
egyszínű sugarak a B  láng szélein kitörő gőzökben absorptiót 
szenvednek. Go tton  az A  lángot mágneses térbe helyezte és azt 
tapasztalta, hogy a B  fekete szélei eltűntek. Ez a jelenség onnét 
származik, hogy a mágneses tér az A lángban más perióduséi rez­
géseket idéz elő, melyeket a mágneses téren kívül álló B  láng 
immár nem képes elnyelni.
E z t  a  k í s é r l e t e t  a z o n b a n  m á s k é p  i s  l e h e t n e  m a g y a r á z n i  é s  í g y  
v e l e  n i n c s  b e b i z o n y í t v a ,  h o g y  a  m á g n e s e s  t é r b e  h e l y e z e t t  g ő z ö k ­
n e k  a b s o r p t i ó j u k  i s  m e g v á l t o z o t t .  D e  h o g y  e z  t é n y l e g  í g y  v a n ,  
v a g y i s  h o g y  a  m á g n e s e s  t é r  a  Z e e m a n n - f é l e  j e l e n s é g  é r t e l m é b e n  a  
g ő z ö k  a b s o r p t i ó j á t  i s  m ó d o s í t j a ,  a z t  m a g á n a k  Z e e m a n N n a k ,  t o v á b b á  
I v Ö N i u n e k  k í s é r l e t e i  i s  m u t a t j á k .  E n n e k  k i m u t a t á s á r a  a z  e l e k t r o m o s  
i v l á m p a  f o l y t o n o s  s z í n k é p é t  a d ó  f é n y é t  m á g n e s e s  t é r b e  h e l y e z e t t  
n a t r i u m l á n g o n  k e l l  á t v e z e t n ü n k ,  a z u t á n  R o w L A N D - f é l e  r á c s c s a l  
e l l á t o t t  s p e k t r o s z k ó p p a l  m e g v i z s g á l n u n k .  H a  a  t é r  n i n c s  g e r j e s z ­
t e t t  á l l a p o t b a n ,  a k k o r  m e g j e l e n i k  a  n a t r i u m  k é t  j e l l e m z ő ,  e g y m á s ­
h o z  n a g y o n  k ö z e l  e s ő  D : é s  a b s o r p t i ó s  v o n a l a ; h a  m o s t  a  
m á g n e s e s  t e r e t  e l ő á l l í t j u k ,  a k k o r  m i n d e g y i k b ő l  k e t t ő s  v a g y  h á r m a s  
fényes  v o n a l  j ö n  l é t r e  a  s z e r i n t ,  a  m i n t  a z  e r ő v o n a l a k k a l  p á r h u z a m o s ,  
v a g y  a z o k r a  m e r ő l e g e s  i r á n y b a n  v i z s g á l j u k  a  s u g á r z á s t .  A  t é n y l e g e s  
k í s é r l e t n é l  t e r m é s z e t e s e n  k e t t ő s e n  t ö r ő  p r i z m á k a t  é s  n e g y e d h u l l á ­
m o s  c s i l l á m - l e m e z e k e t  k e l l  h a s z n á l n u n k ,  h o g y  a  v o n a l a k n a k  m e g ­
f e l e l ő  r e z g é s e k  t e r m é s z e t é t  k i k u t a t h a s s u k .  A  j e l e n s é g  m a g y a r á z a ­
t á r a  m e g  k e l l  j e g y e z n ü n k ,  h o g y  a  n a t r i u m f é n y b e n ,  m e l y  a  m á g ­
n e s e s  t é r b e n  v a n ,  l é t r e j ö n  k é t f é l e  i r á n y ú ,  u .  m .  j o b b  é s  b a l f e l é
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forgó körrezgés; a jobbfelé forgó körrezgés a ráeső fény jobbra 
rezgő komponenseit nyeli el, de a balra rezgőket átbocsátja; viszont 
a balfelé tartó körrezgés a balra rezgő komponenseket nyeli el, 
az ellenkező irányúakat pedig átbocsátja. Ha tehát ezt a sugárzást 
kettősen törő prizmával és csillámlemezzel vizsgáljuk (a mely esz­
közökkel a körrezgéseket általában vizsgálni szokás), akkor majd a 
bal, majd pedig a jobb(e\é tartó körrezgést látjuk a szerint, a hogy 
a készüléket forgatjuk. Az ilyen módon észlelt vonalak ugyanakkora 
eltolódást mutatnak, mint a direct, emissiós vizsgálatnál.
Hasonló eredményre jutottak Righi, továbbá Macaluso és 
Corbino, kik az elektromos ívlámpa fényét először síkrezgéssé 
alakították át és csak azután vezették a mágneses térbe helyezett 
natriumlángon keresztül. E kísérleteknél azonban a színképi vona­
lak nemcsak ZEEMANN-féle szétoszlást szenvedtek, hanem a rezgési 
sík bizonyos szöggel el is fordult.
Más tényeket is említhetnék még, melyek szintén mutatják azt 
a jelentős változást, melyet a fény a mágneses térben szenved. 
De azt hiszem, hogy a felsoroltak is elegendő alapot nyújtanak 
arra, hogy képet alkossunk magunknak ama mélyreható össze­
függésről, mely a mágneses-elektromos jelenségek és a fényjelen­
ségek között fennáll. Az eddigiekből annyi bizonyos, hogy egészen 
más az a fényrezgés, melyet a részecske rnágnességtől ment és 
más az, melyet mágneses térben végez.
Miképen magyarázza az elmélet a szóban forgó tüneményeket? 
Önök tudják, hogy a midőn azt mondom «elmélet», nem gondol­
hatok egyetlen, végleges, kikristályosodott elméletre, mert ilyen 
nincs. De vannak «elméletek». Maxwell után s részben az ő 
hatása alatt az elméletek egész sora keletkezett, melyek az elektro­
mágnesség és a fény kölcsönhatásait különböző mechanikai szer­
kezetekkel igyekeztek megmagyarázni és ez nekik többé-kevésbbé 
sikerült is. Elméleteket állítottak fel: Goldhammer, Drude, Leathem, 
Wind, Kolacek, Larmor, Lorentz stb. A mint Zeemank kutatásai­
nak eredményei ismeretesekké váltak, mindegyik igyekezett azokat 
saját rendszerével megmagyarázni. A jelen rövid referátum nem 
foglalkozhatik valamennyivel. Nem is volna czélja. Leginkább az
7*
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a rendszer bír érdekkel, mely ZeEMANNnak az ő kutatásainál alapul 
szolgált, őt kísérleteinél vezette s a szóban forgó tüneményeket 
előre megjósolta. Ez pedig Lorentz elmélete, mely külön könyvben 
is megjelent.'*' A következőkben igyekezem ezen elméletnek tár­
gyamra vonatkozó lényegét előadni.
Lorentz az összes molekulákról felteszi, hogy elektromos töl­
téssel bírnak. Ez az elektromosság és a molekula elválaszthatlanul 
össze van kapcsolva, az eloszlás sohasem változhatik s a töltést 
sem nagyobbítani, sem kisebbíteni nem lehet. Mikor tehát azt 
mondjuk molekula, akkor a felfogás alapján azt az elektromos 
mennyiséget épúgy hozzá kell értenünk, mint a tömegét. Az elek­
tromos töltés és a tömeg az a két jellemző mennyiség, melyek a 
molekulát teljesen meghatározzák és minden más fajta molekulától 
megkülönböztetik. Ezt a felfogást tekintetbe véve nevezzük e mole­
kulákat j  ónoknak.
Minden változás, mely az elektromos térben történhetik, a jónok 
helyváltozásaiból és az setherre való hatásukból magyarázandó. 
Az aethernek azonban semmi más szerepe nincs, mint hogy az 
elektromos hatásokat továbbítsa.
A közönséges vezetésbeli elektromos áram, mely pl. egy drót­
ban folyik, nem egyéb mint a jónok tényleges vándorlása a drót­
ban épúgy, mint az elektrolytben. Az elektrostatikai tér úgy jön 
létre, hogy a jónok bizonyos kis távolságra eltolódnak.
Ezek a szükséges alapfeltevések, melyekből Lorentz az elektro­
statikai tér összes jelenségeit le tudja vezetni. Az elektromágneses 
tér számára a MAXWELL-féle alapegyenleteket majd minden vál­
toztatás nélkül elfogadja.
Minket azonban kiválóan a fényjelenségek érdekelnek. Mi tör­
ténik a világitó testben ? A jónok szakadatlan mozgást végeznek, 
mi közben természetesen magukkal viszik az elektromos töltést is. 
De mikor a jón mozgást végez, akkor maga körül elektromágneses 
teret teremt. Hogyan értsük ezt ? Ügy, hogy a közegben mozgásával
* Lorentz : Versuch einer Theorie der elektrischen und optischen Erschei­
nungen etc. Leiden, 1895.
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erőket ébreszt. Ezen erők általában kétfélék: 1. elektromos erők 
és 2. mágneses erők. Lorentz egész törekvése oda irányult, hogy 
ezen erőket meghatározza. Kiindulási pontjául választotta az 
elektromágneses térre érvényes MAXWELL-HERTZ-féle egyenleteket 
és ezekből igyekezett azon erők nagyságát levezetni. Mindenekelőtt 
az ébresztett mágneses erőkre kimutatja, hogy azok hatása el­
hanyagolható. Okoskodásának lényege a kővetkező: A mozgó jón 
mágnesi hatás szempontjából helyettesíthető egy elemi árammal, 
melynek intensitása arányos az amplitúdóval. De viszont maga az 
ébresztett mágnesi erő is arányos az amplitúdóval. A Biot-Savart- 
féle törvény értelmében azonban a mágneses erőnek az áramra 
való hatása arányos magával a mágneses erővel és az intensitás- 
sa l; minthogy mindkét utóbbi mennyiség az amplitúdóval arányos, 
azért a mozgó jónra való hatás az amplitúdó négyzetével arányos. 
Az amplitúdó igen kicsiny lévén, e hatás egészen elhanyagolható.
Marad az elektromos erő, mely két részből á ll: az állandó 
elektrostatikai erő és a mozgó jón sebességéből származó erő. Az 
első a mozgási egyenletben nem szerepelhet, az utóbbiról felteszi, 
hogy a sebességgel és magasabb idő szerinti quotiensekkel arányos. 
Ha xyz  az elmozdulás komponenseit jelentik, akkor ezen erő X  
tengely szerinti komponense
dx , d2x  dsx
~  Ia ~dt + ' ~dP +  r W  y
és hasonló két kifejezés az Y  és Z  tengelymenti komponensekre ; 
abc állandók.
A mozgó jónra hat rugalmas erő is, mely eredeti helyébe vissza 
akarja vinni; ez az erő arányos az elmozdulással, tehát kom­
ponensei
—/.%, — k®y, —/e%,
a hol k2 bizonyos állandó.
Ha tehát a jón tömegét m-mel jelöljük, akkor a mozgási egyen­
letek :
d*x , ,
=  — k*x- dr
dx
dt +  b
d*x
dí2 +  c
d3x
kit3
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és analog két kifejezés y és z-re. Az előbbeni egyenlet megoldását
x  =  Ce- f“ cos U
kifejezés állítja elő. A mozgás tehát csillapodik épúgy mint a csil­
lapított inga lengései. De kell is hogy csillapodjék, hiszen energiát 
ad át a környezetnek. A csillapodás arányos
tlr , d9x
a u +  c tts-dt dts
tagokkal. Minthogy a csillapodás nagyon csekély, azért e tagok 
egyszerűen elhanyagolhatók. Ezt tekintetbe véve és kis átalakítás 
után a mozgási egyenletek a következők:
(b + m ) c1£ y  =  — k*x,
( b + m )  =  — A-2?/, I)
cl^ z{ b + m ) - ^ - =  — kH.
De ezen egyenletek csak akkor érvényesek, mikor a jón közönséges 
térben mozog, melyben nincs mesterségesen előállított mágneses 
erő. Látjuk továbbá azt is, hogy a b együttható mit jelent. Jelenti 
azon sether tömegét, melyet a mozgó jón magával ragad. Lorentz 
felfogása értelmében ez csak igen kis mennyiség lehet; meid 
szerinte az aether a mozgásokban lehetőleg nem vesz részt. E fel­
fogására hosszú számítások vezették, melyeket különösen az aber- 
ratio jelenségekre vonatkozólag végzett. így tehát b =  0  tehető. 
A mozgó jón teljesen olyan mozgást végez, mint egy anyagi pont, 
melyre centralis, a kitéréssel arányos erő működik. A mozgás 
pályája általában véve ellipsis. Ez volt az a suppositio, melyből 
Larmor kiindult és melynek alapján ugyanolyan eredményre jutott 
mint Lorentz.
Ha külső erő nem működik, akkor a jón nyugodtan tovább 
kering az ő pályáján és az aetherben hullámokat kelt, melyek létre­
hozzák a fényt. Azonban megváltozik a dolog, ha külső erők is
90
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fellépnek. A külső erők megteszik a maguk hatását: a pálya zavar­
gást szenved, épúgy m int a bolygók pályája, mikor egy másik égi 
test vonzása érezhetővé válik. A külső erő, mely a jónra hat, csak 
mágneses erő lehet. Úgy valósítható meg, hogy a mozgó jónt 
mágneses térbe helyezzük. Itt már nem mozoghat szabadon, mert 
elektromos töltést hord. Tapasztalati tény. hogy a m ágneses tér­
ben az elektromos testre erő működik, mely a tér intenzitásából 
származik.
M i  e z e n  e r ő  t e r m é s z e t e ?  N e m  i s m e r e t l e n  e l ő t t ü n k ;  ú g y  i r á n y a ,  
m i n t  n a g y s á g a  m e g h a t á r o z h a t ó  ( 6 .  á b r a ) .  A z  A M P K R E - f é l e  s z a b á l y  
s z e r i n t  i r á n y a  m e r ő l e g e s  ú g y  a  m o z g á s  s e b e s s é g é n e k  i r á n y á r a ,  
m i n t  a  m á g n e s e s  t é r  i n t e n s i t á s á n a k  i r á n y á r a .  A  n a g y s á g á t  a  B i o t -  
S w A R T - í é l e  t ö r v é n y n e k  a l k a l m a z á s á v a l  h a t á r o z h a t j u k  m e g .  K é p ­
z e l j ü k ,  h o g y  a z  e t ö l t é s s e l  b i r ó  j ó n  Js  ú t a t  t e s z  m e g  JL i d ő  a l a t t ,  
a k k o r  r á  u g y a n a k k o r a  e r ő  h a t ,  m i n t  o l y  á r a m e l e m r e ,  m e l y  J s
ß
hosszú s melynek intensitása i =  . Az említett törvény sze-
Z/6
r i n t  a  h a t á s  =  U iJs,  a  h o l  H  a  m á g n e s e s  t é r  i n t e n s i t á s a ,  t e h á t  a
li. áhía.
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jelen esetben (ha a A helyett a differeneziálás jeleire térünk át, e és
H  állandó) ez az erő =  ell ,, . Ha a koordinátarendszert úgydl
választjuk, hogy a 7  tengely beleessék a mágneses erő intensitá- 
sának irányába, akkor a tekintetbe vett ponderomotorikus erőnek 
csak az X Y  síkban lesznek komponensei és pedig az X, illetőleg Y  
tengely mentén:
eH dydt es eH
dx
dt
Ezeket az erőket tehát a mozgási egyenletek jobboldalaihoz hozzá 
kell adni; ha még tekintetbe veszszük, hogy b =  0  tehető, akkor 
az I)-ből keletkeznek a mágneses térben mozgó jón mozgási 
egyenletei:
m dXr _FF ~ -k * x + e H
dy
dt
m
rn
dhy
FF ~
dH
F f  ~
— k?y—eH dxdt
— k2z.
II)
Igen jól ismert, sokszor előforduló differenczi ál egyenletek, melyek­
nek a következő függvényekkel tehetünk eleget:
x  =  ae-1; y =  ßest; z =  yeM ; 1)
a hol «, ß, y állandók, az itt szereplő e a természetes logaritmusok
ralapszáma, s pedig s =  \  — 1 • ,^  összefüggés alapján a periódust,
T-1 határozza meg. Látjuk tehát, hogy a jón mozgásának x  és y 
tengelyek menti vetületei a csillapított inga lengéseinek felelnek 
meg, a z tengelymenti vetület pedig megmarad egyszerű harmonikus 
mozgásnak.
Minket a periódus T  érdekel legjobban. Ennek meghatározására 
az 1) alatti függvényeket helyettesítsük a II) alatti rendszerbe, 
akkor az s, illetőleg általa a T  meghatározására következő egyen­
leteket kapunk:
ms2« =  — !ila +  elisß 
ms2ß =  — k2ß — eHsa 
ms2Y = — k2Y-
2 )
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Ha ezen egyenletekben H — 0 teszünk, akkor megkapjuk a jón 
lengéseinek periódusát a mágnességtől szabad térben, mely, a mint 
rögtön látható
V - 1
k
\  rn =  / - ! •
2tt
T
összefüggésből határozható meg. E szerint
3)
rí
Ugyanezen periódusa van a Z  tengelymenti mozgásnak a mág­
neses térben is. A Z  tengelymenti mozgás periódusa tehát a mág­
neses térben nem változik. Ha a 2) alatti egyenletekből az a, ß, y 
állandókat kiküszöböljük, akkor az s számára a meghatározó 
egyenletet kapjuk meg, melyből megközelítőleg
k i  eH
• S í ,  2 —  V — 1 •  , —  ( 1 +  " — y— 
\  m \ 2/,' \  m
e s
Titi
°2- |/ m
1 db
rll
m  V m
A pei’iodus tehát r eH arányában változott meg; ha a 3)
alatti kifejezést tekintetbe veszszük, akkor továbbá a t =
°2k y m
H T
m kn
Az eredeti T periodusú mozgás helyett tehát három' mozgást 
kapunk, melyeknek periódusai:
r ( l f r ) ,  T, T ( 1 - t).
Az egész jelenségről leghelyesebb képet úgy alkothatunk ma­
gunknak, ha a jón mozgását más három komponensre bontjuk fel, 
a mint az analytikai úton is megtehető. E három komponens:
1. Egyenes vonalú rezgés az erővonalakkal párhuzamosan. Erre 
nem hat a mágneses tér, periódusa tehát nem változik, marad T.
2. Körmozgás olyan irányban, melyben elemi elektromos áram 
folynék, mely a tért létre hozná és oly síkban, mely merőleges az
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erővonalakra. Erre a mozgásra úgy hat a mágneses tér, hogy a 
mozgást gyorsítja; a periódus tehát T{ 1 —r).
3. Körmozgás az ellenkező irányban, de ugyanazon síkban. 
A mágneses térnek az a hatása van, hogy a mozgást lassítja. 
Periódusa tehát T^l-j-r).
A jón rezgéseinek minő hatásuk van a külső «etherre ? Kétség­
kívül hullámokat keltenek. De milyenek e hullámok ? Önök előtt 
ismeretesek ama korszakalkotó kísérletek, melyeket Hertz az elek­
tromos kisülés oscilláló természetének és e rezgések hullámszerű 
tovaterjedésének bebizonyítására végzett. A fémgömbökből álló 
szikrakeltőből (oscillator) elektromos rezgések indulnak ki, melyek 
a térben hullámok alakjában terjednek tovább. Hertz azt akarta 
tudni, minő az elektromos mozgás a kisméretű szikrakeltőtől bizo­
nyos távolságban fekvő, tetszésszerinti pontban ? E kérdést elmé­
leti úton megoldotta s a következő eredményekre ju to tt:
1. Messzebb fekvő pontokba az elektromos és mágneses per- 
turbatiók síkhullámok alakjában jutnak.
2. A hullámsík merőleges azon egyenesre, mely a tekintetbe 
vett pontot a szikrakeltővel összeköti.
3. Az elektromos mozgást bármely hullámsíkban úgy kapom 
meg, ha az eredeti mozgást, mely a szikrakeltőben keletkezik, eme 
hullámsíkra a geometria törvényei szerint vetítem.
Ha most a szikrakeltő elektromos mozgását helyettesítem a jón 
mozgásával, akkor a továbbterjedés szempontjából analog — hogy 
azt ne mondjam, ugyanazon — viszonyokkal van dolgom. Valóban 
Lorentz, ki e számítást végre is hajtja, teljesen ugyanazon ered­
ményekre jut. így tehát, ha meg akarjuk tudni, hogy a jón rezgései 
egy tetszésszerinti távolabbi pontban minő hullámokat keltenek, 
nem kell egyebet tennünk, mint a jón rezgéseit a megfelelő hul­
lámsíkokra vetíteni.
Ha tekintetbe veszszük, hogy a jón mozgása minő három kom­
ponensre bontható, akkor az előbb mondottakból rögtön követ­
kezik, hogy az erővonalakkal párhuzamos irányban csak a két 
ellentett körrezgés észlelhető, melyeknek periódusai 'T (l+ r) és 
7’(1— r) (7. ábra). Az erővonalakra merőleges irányban ellenben
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három síkrezgés terjed továb b ; a középsőnek periódusa marad 
T, a két szélsőé pedig ennél nagyobb, illetőlegkisebb, 7’ (1 -}-r) 
illetőleg T ( l — t). Miután e rezgések mindegyike külön rezgésszám­
mal bir, azért a spektroszkópban szétválni kénytelenek. Az is lát­
ható, hogy a T rezgés az erővonalakkal párhuzamos irányban, a 
T ^ l+ r )  és 7’(1— r) rezgések pedig erre merőleges síkban mennek 
végbe. Zeemann eredményei tehát teljes igazolást nyertek. Követ­
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kezik továbbá, hogy ferde irániban két elliptikus rezgésnek és egy 
síkrezgésnek kell fellépnie, a mit újabb kísérletek szintén igazolnak.
Vájjon a négyeseket, hatosokat stb. is tudja-e igazolni az elmé­
let? Részletes vizsgálatok még hiányoznak. L o r en tz  kimutatja, 
hogy ha több különböző jón mozgását veszszük számításunk alap­
jául, akkor új alakzatok is léphetnek fel. A különböző jónok között 
nemcsak a mágneses zavaró erők lépnek fel, hanem olyanok is, 
melyek az anyag chemiai szerkezetétől függnek és akkor ezek az 
új erők is megteszik a maguk hatását és még újabb periodusú 
mozgások szülőokaivá válhatnak. Ha pl. a jón pályája valami
7. ábra.
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oknál fogva a saját síkjában forog, akkor minden vonal kettőre 
oszlik fel, vagyis a merőleges irányban hatos jön létre.
A hármas rezgésszámai « ,= 1 n= 1 1T  6S lh~  T( 1 - t)T (1 + t)
az észlelési adatokból kiszámíthatók; tehát kiszámítható a r
e H Tnumerikus értéke is. de ez egyenlő lévén —  ■ , -vei meghatá- e m 4tz-
rozható az —  viszony is. Ilyen számítások elméleti szempontból
nagyon fontosak, mert számadatokat adnak az egyes jónok, mole­
kulák jellemzésére. Nagyon lehetséges, hogy épen ezek a vizsgála­
tok fognak újabb fényt vetni az atómelméletre és a vegyületek 
belső szerkezetére.
Ilyen irányú következtetéseket a már említett Preston tett. Ha 
egy anyagnak, pl. a Zn-nek vonalait a mágnesi térben vizsgáljuk, 
észreveszszük, hogy viselkedésük eltérő: némelyek élesek, mások 
elmosódottak, némelyek jobban szétválnak, mások kevésbbé. Pon­
tosabb vizsgálatok után csoportba oszthatók
A  i Ct
Ay B j C^
A , B., Cq
Az egymásra következő csoportokat az első csoport ismétléseinek 
tekinthetjük; A x, A j, A3 . . . megfelelő vonalak, melyek egyfor-
mán válnak szét, ^  számára is ugyanazt az értéket adják, tehát
valószínű, hogy egy fajta jón hozta őket létre. Ugyanez áll a ß-kre 
és C-kre is, melyek ismét külön jónoktól eredhettek. A Zn-ben 
tehát három különböző jón lehet. A chemiailag rokon elemek, 
mint a magnesium, cadmium vonalai is teljesen azonos csopor­
tokba oszthatók és pedig úgy, hogy e három elem A vonalai tel­
jesen azonosan viselkednek ; ugyanez áll a ß-kre és C-kre is. Fel­
tehetjük tehát, hogy e három elem A  vonalait egyfajta jón hozta 
létre. És igy tovább. E felfogás szerint a rokon elemek egyfajta 
jónokból volnának felépítve.
Az a gondolat tehát, hogy az összes elemek ugyanazon alap-
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anyagból vannak felépítve, újra kisért. Annyi bizonyos, hogy e 
spekulacziónak most inár meg van a tudományos alapja. A fény és 
elektromágneses jelenségek kölcsönhatásainak ily messzemenő 
következményei lehetnek. Ha a fenti spekulaczio beválik, úgy a 
bölcsek kövének gondolatát a spektroszkóp valósítja meg.
Irodalom: Z e e m a n n , L o r e n t z , P r e s t o n , L a r m o r , R i g h i , G o r n u , 
L i é n a r d , P o i n c a r é , K ö n i g , C o t t o n , M a c a l u s o  és C o r b i n o , B e c q u e ­
r e l  stb. értekezései a Nature, Philosophical Magazine, Journal de 
Physique, C. R., Éclairage Électrique, Wiedemann Annalen és 
Naturvv. Rundschau 1897., 1898. és 1899. évi számaiban.
Mikola Sándor.
MEGOLDOTT FELADATOK.
29. Ha valamely kúpszelet körülirt háromszög A, B, C szögpont]áriak 
prujectiói a kúpszelet tetszőleges pontjából a kúpszeletre A1, B 1, C1 és a 
BC, CA, AB oldalaknak érintési pontjai A',B',C', akkor
'■{AfifiJ)) A (A'B'C'D). (Klug.)
Első megoldás Szépréthy Béla főreáliskolai tanár úrtól Brassón.
Az A'B'C  é s  D pontok a, b, c, d -vel jelölt érintői «ócd -ben  egy  a kúp ­
szeletnek körülirt négyoldalt alkotnak. E n égyoldal valamely 1 2  3  4  5 6  
BniANCHON-féle hatoldal elfajulásának tekinthető.
Ha ugyanis
(a , d) =  F  és (c, d) =  E,
továbbá
(1 2 ) =  A (45) =  D 
(23 ) =  C  (56) =  F
(34 ) =  E  ( 6 1 ) =  C
akkor adja ßl a  m egfelelő  BmANCHON-féle pontot, a m elyben az
AD, CF, EC
egyenesek találkoznak.
Más
( 1 2 ) =  C (45) =  D
(23) =  A' (45) =  E
(34 ) =  F  (61) =  A
megadott csoportosítás mellett /A-ben jutunk megfelelő BmANCHON-féle 
pontra, a melyben a
CD, A'E  és FA
egyenesek  találkoznak.
T ekintettel arra, hogy a k úp szeleten  fekvő négy pont csoportja a  h ozzá­
tartozó érintők csoportjával projektiv, hogy továbbá négy érintő csoportja
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bárm ely érintőn vele projektiv pontcsoportot állapít m eg , nyilvánvaló, 
hogy
(.A'H'C'D) A {abcd)
6S
(abcd) A (c abcd) =  (liAE'C).
V etítsük e  pontcsoportot F- bői BD-re, és leg y en
(.AF; BD) =  r,
akkor
(F- DAC E)[\ (Byßß)
Á m de az így nyert csoport /?-ből AF'-re v etíth ető , úgy, hogy  
(/í Byßß) A (ArftF).
Ez u tóbbi pontcsoportnak D-ból a k ú p sze letre  való v isszavetítése végre a
(D -A rfJ)Ä  ( A ß ß ß ) - re
vezet, a m ivel a tétel h e ly esség e  be van bizonyítva.
*
Második megoldás Tőtössy Béla műegyetemi tanár úrtól.
L egyenek  a kúpszelet érintői az A',B',C',D' pontokban rendre a, b, c, 
d; az a. b, c m etszése d -v e l rendre A*, B*, C*, végre a CD és c egyenes­
nek m etszéspontja M, akkor
A'H’C'D’ A abcd A A*B*C*D A BAC+MJ HlAlDCí A A ß ß ß .
q. C. d.
Math. é s  Pliys. T árs.
K i m u t a t á s
az 1900 január havában befolyt dijakról
T agsági dijat fizettek :
1 8 9 7 .  é v r e  : D ózsa Jakab, 2 k. —  Erdödy Imre, 10  k. —
Korbuly Em il, 6 k. Ö sszesen  . _ . . .  . . .  . . .  . . .  . . .  18 kor.
181  IS . é v r e :  B erkes Ottó, 6 k. —  S ch m id t János 4  k. O ssz. 10 kor.
1 8 9 9 .  é v r e : D sida Ottó, 6 k. F ertig  Vilmos, 10  k. —
Harkányi Béla br., 3 k. H auszm ann Alajos, 10 k. - ..  S inkovits
F eren cz , 6  k. - Steindl Im re, 10 k. —  Suták József dr., 10 k.
Ö sszesen  . . .  . . .  . . . .  . . .  _ . . .  . . .  . . .  . . .  ___ __ 55 kor.
1 9 0 0 .  é v r e  : Bláthy Ottó, 10 k. —  Bodola Lajos, 1 0  k. —
F eren czy  István, 6 k. —- Ilosvay Lajos, 10  k. —  Inczédy D én es,
6 k. —  K. Kiss József, 6  k. —  L engyel Sándor, 10 k. — • Pap  
János, 4  k. —  Sinkovits F erencz, 6 k. —  Suták József dr., 10  k.
Ö sszesen  . . .  . . .  . . .  . . .  . . .  . . .  . . .  . . .  __ . . .  . . .  78 kor.
E lőfizetési dijat fizettek  :
1 8 9 8 — 1 8 9 9 .  é v e k r e : a p odolin i kisgym n. —  A  te m e s­
vári fg. Ö sszesen  2  ä 2 0  k___  . . .    . . .  . . .  . . .  . . .  . . .  . . .  40  kor.
1 8 9 9 .  é v r e  : a pozsonyi k. kath. g. —  A  sz.-udvarhelyi fr.
A sz.-udvarhelyi fg. —  T rocsányi Endre. Ö sszesen  4  ä 10 k. . . .  . . .  40  kor.
1 9 0 0 .  é v r e :  a bpesti VI. k. áll. g. —  a dévai áll. fr. —  a győri 
fr. —  a hajdúböszörm ényi ref. g. —  a kaposvári fg. —  a körm öcz- 
bányai fg. (6 k.) —  a k ecskem éti fr. —  a pozsonyi k. kath. fg . —  
a sopron i ág. ev. lyceum . -—  a soproni áll. fr. (6  k.) — . a sep si-szt.-  
györgyi Székely Mikó Coll. —  a selm eczbányai nagy g. —  a szam os- 
ujvári fg. —  a szászvárosi ref. Kun Coll. —  Trocsányi E ndre. —
W okal János utóda —  a zilahi ev. ref. fg. Ö sszesen  15 á 10 k. _ 150 kor.
2 i  f i k . . .  12 kor.
Ö sszesen  befolyt:
H átralékokból . . .  . . . .  8 3  kor.
F . évi tags, dijakból__ .... . . .  _ . . .  . . .  7 8  kor.
Előfizetési dijakból _ . _ 2 4 2  kor.
Bpest, 1900 febr. I .
F eich lin g er  G y ő ző
pénztárnok.
A VÉGES CSOPORTOK ELMÉLETÉNEK ÜJABB 
IRODALMÁBÓL.
(Első közlem ény.)
A véges csoportok elmélete a szubsztitnczió-csoportok elméleté­
ből fejlődött ki, a mely elméletnek alapjait C a d c h y  vetette meg. 
Miután már sok specziális eredmény állott rendelkezésre, felmerült 
a törekvés, a véges csoportok elméletét egészen absztrakt alapon 
felépíteni. Számos más szerző mellett különösen F r o b e n iu s  * és 
H o l d e r  ** dolgoztak ebben az irányban. A már ismert alaptételek­
nek absztrakt módon való tárgyalása oly szempontokhoz vezetett, 
melyek révén lényeges új eredmények is adódtak. Jelen ismertető 
dolgozat ama nevezetesebb tételeket állítja össze, a melyek csak a 
csoport, vagy alcsoportjai rendjének számelméleti szerkezetétől 
függnek. A tárgyalás folyamában előforduló változtatásokra, vala­
mint F r o b e n iu s  tételeinek némely itt adott általánosításaira itt nem 
kívánok külön utalni.
I. A csoportról általában.
A véges csoport definicziója. Legyenek megadva a
Hn, H ,, /t2........ -Hn-i 1)
elemek. Ezeknek megadása bármi módon, tehát tisztán fogalmilag
* Frobenius régebbi dolgozatai a Grelle Journal-ban (86, l()ü, 101. kö­
tetekben), az újabbak a Berliner Sitzungsberichtskben (1898-tól fogva) 
jelentek meg.
** Holder dolgozatai a Math. Annalen-ben (84., 40., 48., 46. k.) és a 
Göttinger Nachrichten-ben vannak. Kivülök számos, leginkább angol és 
amerikai szerző dolgozott a jelzett, irányban.
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is történhetik. Az 1) alatti elemek rendszere, akkor és csak akkor 
alkot n elemű vagy n-edrendű csoportot, ha a következő tulajdon­
ságai vannak:
a) Definiálva va7i a szorzási törvény, még pedig oly módon, 
hogy a HiHk szorzat egyértelmű és ismét az 1) alatti elemek közé 
tartozik, vagyis
Hifhr. H,.
(i , k=0, 1, . . n  —1)
ß) A szorzási törvény associativ.
y) Ha X  átfutja az 1) alatti re7idszer összes elemeit, akkor 
ugyanezen tulajdonsága van az
XHí , HjX
( i = 0 , 1, 2, . . n —1)
szorzatoknak is.
Tüstént látni, hogy a y) alatti követelmény teljesen egyenlő 
értékű a következővel.
y j  Az 1) alatti rendszeren helül minden
XHi=Hk, HiX=Hk
(i, k=0 ,  1, 2 , . . . ,  n - 1)
lineár egyenletnek egy és csak is egy megoldása van.
Lássuk már most először is ama közvetetlen folyományokat, a 
melyek a csoport definicziójából adódnak. Először is minden cso­
portnak van egy és csak egy elenne (főelem), mely a szorzásnál a: 
egység jellegével bir.
Ugyanis i adott értékénél az
XHí= H í
egyenletnek van egy és csak egy megoldása. Legyen ez:
X = E 1.
Erről az E x elemről ki fogjuk mutatni, hogy ha a szorzásnál az 
első tényező, akkor az egység jellegével bir. Ugyanis k tetszőleges 
értékénél ;') következtében 77/ meghatározható úgy, hogy
Uk=HiHi
A VÉGES CSOPORTOK ELMÉLETÉNEK ÚJABB IRODALMÁBÓL. 103
legyen, és így 
de /?)-nál fogva
EiHk=E1 (HiHi),
Ei H i = i m = H k
azaz
E H k= H k
és így állításunk csakugyan be van igazolva. Világos továbbá, hogy 
csakis egy Et elem lehetséges, mert különben a y) alatti követelés 
nem volna kielégítve. Ugyané módon kimutatható, hogy létezik oly 
Ej, elem, mely a szorzásnál második tényezőnek alkalmazva ismét 
úgy viselkedik, mint az egység. Ilyen elem is csak egy van. Ki fog­
juk már most mutatni, hogy
E t= E 3,
Ugyanis ezeknek az elemeknek fönt részletezett tulajdonságai­
nál fogva
EiEi =
és így «) következtében
E l— Ej .
Ez az elem már most a szorzásnál az egység jellegével bir. Sok­
szor E-xe 1 jelöljük, ha pedig a H í elemek között akarjuk elhelyezni, 
akkor az indexeket úgy választjuk, hogy
E = H 0
legyen.
A szorzás törvényének ß) alatti tulajdonságából következik, 
hogy minden elemhez kommutatív elemek is tartoznak.
így pl. minden elem önönmagához kommutativ. Ennek folytán 
önként lép be a hatványnak a fogalma pozitív egész számú kitevő 
mellett. Általában minden elem összes hatványaihoz kommutativ. 
A csoport véges voltából tüstént következik az is, hogy egy elem 
hatványai között csak véges számmal vannak különbözők. A hat­
vány fogalmát negativ egész számú kitevőkre is kiterjeszthetjük. 
Ugyanis H f1 alatt érteni akarjuk a
H iX = E
8*
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egyenlet megoldását. E jelölés jogosult, mert amint ki fogjuk mu­
tatni, a
JJiX=E, X H i= E
egyenleteknek közös megoldásuk van. Ha ugyanis X  a H iX—E  
egyenletnek megoldása, akkor ß) folytán
XH íX = X (H íX ) = X ;
de az associativ törvény alapján XH íX  így is írható :
XH íX= (XH í) X,
tehát
(XHi) X = X
és így r') következtében
XHi=E,
azaz X  az XH i= E  egyenletet is kielégíti, a mivel állításunk be van 
bizonyítva. Most már legyen :
H im= (H f1)m
Mivel Hí , H f ' kommutativek, látnivaló, hogy Hßm a
H -lX = E
egyenletnek megoldása. E szerint
H f - ^ j a r r 1
vagyis a hatványozás szabályai negativ kitevők esetében is érvény­
ben maradnak. Minden elem negativ kitevőjű hatványaihoz is kom­
mutativ. Végül bevezetjük még a zérus kitevőjű hatványt is; ez 
mindig a főelemet jelentse.
E jeleket használva a
H ,X=H k 2)
egyenlet megoldása
X = H - 'H k .
Az
XHi=Hlc 3)
egyenlet megoldása pedig
X = H ,.W '.
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Az 1) alatti elemek alkotta csoportot jelöljük röviden a ig betű­
vel. A benne foglalt elemek számát n-et nevezzük a csoport rend­
számának. Ha az 1) alatti csoportból bizonyos számú elemet kivá­
lasztunk, úgy ezek oly rendszert alkotnak, melyre nézve az a) alatti 
követelmény kielégítése már maga után vonja a ff), y) alatti felté­
telek teljesülését, a mit így fejezhetünk ki.
Egy csoport elemei közül kiválasztott elemek rendszere akkor 
és csak akkor alkot csoportot, ha közülök bármely kettőnek szor­
zata bennfog laltatik az adott rendszerben.
Egy ily csoportot az eredeti csoport alcsoportjának nevezzük. 
(Minden csoport önönmagának alcsoportja.) Ha valamely tetszőle­
ges elem összes pozitív egész kitevőjű hatványait képezzük, úgy 
ezek az előbbi tétel értelmében csoportot alkotnak. De minden 
csoportnak van egységeleme, van tehát oly pozitív m, egész szám, 
melyre nézve
HT> =  E. 4)
A legkisebb pozitív m, szám, melyre a 4) egyenlet ki van elé­
gítve, a H, elem rendszáma. Ezen m, szám egyszersmind az előbb 
tárgyalt alcsoportnak is rendszáma. Ennek az alcsoportnak külön­
böző elemei ugyanis:
H IJ2 rjm — 1 rj I;, t i / ,  .  . ., l i j  , t i ,m i
Az elem rendszámának fogalmából következik, hogy minden ne­
gativ kitevőjű hatványt ki lehet fejezni, mint pozitív kitevőjű hat­
ványt. Ugyanis
H rm= Hr m+dmi
d tetszőleges egész értékénél. Tehát d-1 csak úgy kell választani, 
hogy
legyen. Ezt a következőképen foglalhatjuk össze :
Valamely elem összes hatványai alcsoportot alkotnak; ennek 
rendszáma megegyezik az elem rendszámával.
Valamely csoport alcsoportjainak rendszámairól ki fogjuk mu­
tatni, hogy ezek a csoport rendszámának n-nek osztói.
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E végből hozzuk be a modulus fogalmát (egyszerű modulus). 
Legyen © valamely alcsoport. Szorozzuk ennek összes elemeit 
rendre a H  elemmel és jelöljük az így nyert elemek rendszerét a
m n
szimbólummal. Most már könnyen bizonyíthatók be a következő 
tételek:
1. Ha Hí a © alcsoportnak eleme, akkor
mHi=®.
Ez közvetlenül a csoport definicziójából következik. Ugyanis 
mH, összes elemei különbözők és mindannyian ©-ben előfordulnak.
2. Ha Hí és Hk megadott elemek, akkor a
© //;, ®Hk 5)
rendszerek vagy csupa közös elemet tartalmaznak, vagy pedig 
egyik elemük sem közös. Az első esetben a H í , IIk elemek (mod. @) 
kongruensek.
Ha ugyanis az 5) alattiakban van közös elem, akkor legalább 
egy ily egyenlőség található :
GíHí=  GkHk,
a hol Gi, Gk a © alcsoportnak elemei. Ha ennek az egyenletnek 
mindkét oldalát Gr ^ nel baloldalról szorozzuk, lesz:
H =  G r1 GkHk
és így
®Hi—m (G f1 GkHk),
de a csoport deíinicziójának ß) és á) alatt felsorolt adataiból és az 
előbbi tételből közvetetlenül következik, hogy
© ^ ( © ( G r 'f í , ) ) # ,= © # , ,
a mivel állításunk be van bizonyítva.
3. A mH, rendszer m elemet tartalmaz, ha m a © rendszáma. 
Következik a csoport f) tulajdonságából.
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Ugyanezek a tételek igazak akkor is, ha a
®h ,
rendszerek helyett a
f f , ®
rendszereket vizsgáljuk. De látnivaló, hogy már most kétféle kon- 
gruenczia lesz (mod. ©).
I. Az előbb vizsgált rendszereket tartva szem előtt, a H í elem 
akkor és csak akkor kongruens (mod. ©) Hk-val, ha van oly ®-beli 
elem: (í, a melyre nézve
Hi— GH,,.
Természetesen, ekkor
Hk=G"'H„
s így Hk is kongruens (mod. ®) H,-ve 1.
II. A H,® rendszerekből kiindidva pedig a következő definicziót 
adhatjuk, A  //, elem akkor és csak akkor kongruens (mod. @) 
Hk-val, ha G-nek van oly G eleme, melyre nézve
Hi=Hi,G.
Ekkor természetesen Hk is kongruens (mod. ©) ií,-ve 1, mert
Hk=H iG -h
Mindkét fajta kongruenczia esetében igaz a következő tétel.
Egy elemmel kongruens elemek egymás közt is kongruensek 
(mod. ©). E tétel bebizonyítását, mely mindkét esetben hasonló 
módon történhetik, csak a II. esetre végezzük el. Legyen
H i= H k (mod. ®)
6S
H, =  H, (mod. ©),
akkor található ©-ben két elem Gt és Gz úgy, bogy
H,=HkGi 
H,=H, Gs
legyen, de akkor a
HkG,=HiGv
egyenlőségből következő
ION BAUER MIHÁLY
Hk=  Hj ((rá G\ 1) 
egyenlőség mutatja már, hogy
Hi;=Hi (mod. ©).
A kétfajta kongruenczia közötti összefüggést a következő tétel 
adja meg.
Ha Hí kongruens Hlc-val (mod. @) az I. módon, akkor H  
kongruens I f f ' -nel (mod. ©) II. szerint és fordítva.
Ugyanis
H = G H ,
és mindkét oldalon a recziprok értékre térve át, lesz
H f i = H ü 1G~1,
a mivel a tétel be van bizonyítva.
Ha (mod. ©) az inkongruens elemek képviselői (I. szerint)
B0, R í . • • R j-1,
akkor a §  csoport összes elemei a
®R0, ® R ,, . . ®Rj-i
rendszerekben vannak elhelyezve. Minden elem csakis egy rend­
szerben és ebben is csak egyszer fordul elő.
Ez az 1), 2), 3) tételeknek következménye. Megjegyzendő, hogy 
az R  elemek úgy választhatók, hogy
R o= E
legyen. Tételünket még következőképen is fogalmazhatjuk.
A iß csoportot szimbolikusan fél lehet bontani (mod. ©) a kö­
vetkező módon:
lp =  ©.fi0T-©fíj H----- \-®Rj-x,
a hol
R<n R if • ■ •> Rj-1
(mod. ©) az inkongruens osztályok képviselői (I. szerint).
Ezen szétbontásból világos, hogy ha © rendszáma m , akkor m
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osztója a §  rendszámának n-nek. Az
n _  . 
m ^
hányadost az alcsoport indexének nevezzük.
Ha
*hi * * * ’ ’ k > j—i
az inkongruens osztályok képviselői (mod. ©) (II. szerint), akkor :
^5= > S o © - f - iS i© - |-  ■ ■ •
A kétfajta kongruenczia közötti összefüggésnél fogva az inkon­
gruens elemek a következő módon választhatók:
Si= R~l,
a hol még megjegyezzük, hogy
S0= R öi= E ~ l = E .
Bauer Mihály.
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(Negyedik és befejező közlemény.)
V. A gammafüggvény logaritmusa. Stirling sora.
25. /'(íc)-nek szorzatalakjából világos, hogy a
+  ■--) - l . ( l  + - J ) }
n= 1
sor, ha abban l .  a logaritmusnak főértéke, a gammafüggvény loga­
ritmusának egyik értékét adja. E sor összegét l. P (aj főértékének 
mondjuk, habár képzetes részében i  együtthatója nem mindig esik 
—íz és t i  közé.
A következőkben l .V (x )  alatt mindig csak e főértéket értjük, 
állandónak vagy lineáris függvénynek logaritmusa alatt pedig 
annak az előbbi fejezetben megállapított főértékét.
A l.r {x )-re  nézve végzett vizsgálatok leginkább egy végtelen 
sorra vonatkoznak, mely e függvényt az x — oo hely környezetében 
aszimptotikusan ábrázolja, és rendesen Stirling sorának nevez­
tetik.^
co
Valamely 2 fk{x) sorról akkor mondjuk, hogy F{x)-et aszim-
k=0
ptotikusan ábrázolja, ha n minden értékénél
lim x n (F{x) — 2i fk {x)) — 0. 34)
.*=•*• k= 1
* Habár STiRLiNG-nél e sor mai alakjában még nem fordul elő. V. ö. 
Cantor, Geschichte der Mathematik III., 629—630. 1.
I l l
Még pedig a sort már akkor is aszimptotikusnak mondjuk, ha a 
34) képlet csak a határátmenet bizonyos különös módjainál érvé­
nyes, pl. csak akkor, ha x  a pozitív számokon át növekedik minden 
határon túl.
Stirling sorának régibb levezetései arra az esetre szorítkoztak, 
midőn x  valós része pozitív. Csak 1889. közölt Stieltjes általáno­
sabb bebizonyítást.* E bebizonyítással fejezem be dolgozatomat.
26. Hogy a sorbafejtésnek alapjául szolgáló képletre jussunk, 
hasítsuk végig a számsíkot az íc= 0  helytől a negativ számok men­
tén az x =  co helyig, és vizsgáljuk meg l . T (x) magaviseletét e met­
szetben. Továbbá szerkeszszünk az előbbi fejezet végén bebizonyított 
tétel mintájára oly határozott integrált, mely e metszet mentén a 
l . I1 (a-')-hez analog viselkedésű függvényt ábrázol.
A metszet kivételével
! . r ( * ) = - ! . *  +  £ ! * i . ( i + ! ) - i . ( i + - f ) }  35)
71=1
az a>nek mindenütt folytonos függvénye. A metszetben x  negativ 
egész számú értékeire nézve l. V (x)= °o . A metszet egyéb helyein 
l.T (x )  magaviseletét következőleg határozhatjuk meg.
Legyen a = —n-\-$, hol «pozitív egész számot jelent, és 0 < c < l. 
Továbbá rövidség kedvéért legyen
n- 1
H n ( x ) = ~ l . X + S \ { x l . (  1 +  { - ) - * • (  1 + x ) |
k= 1 
és
Bn (X) = V  \xl. (l +  -y ) -  l. (l +  f )}’
k=n
Az a hely környezetében Bn(x) szabályosan viselkedik. Ellenben 
Hn(x) más-más határértékhez közeledik, ha X  a számsík felső, 
illetőleg alsó felében közeledik a-hoz. A logaritmus ismeretes tulaj­
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* Sur le développement de log I 1 (a). L i o u v i l l e ,  Journal des m a t h . ,  IV. 
série, t o m e  V. A szóban forgó bebizonyítás az 1—9. czikkelyben foglaltatik.
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donságainál fogva a két határérték különbsége :
-+- —
Hn (a) — Hn (á) =  — 2 má.
Tehát egyszersmind
l . T (a) — l . T (a) — — 'inni. 36)
A l.Y{x) függvényről könnyen térhetünk át olyanra, hol a 
kétféle határátmenet különbsége a nak periodikus függvénye. 
Ugyanis a
■+• —
l .a  — l .a  =  2 ni
képletből
+ —
(a—{ ) l .a —[a—{)l.a  = — 2 r i ( n + |  —f).
Ennélfogva az
f(x) — l.Y [x )— {x—\ ) l . x 37)
függvényre nézve
f(a) — f(a) =  'Uni (£ — é). 38)
E különbség független n-től, tehát valóban a-nak periodikus 
függvénye.
27. Az előbbi fejezet végén bebizonyított tétel mintájára köny- 
nyen szerkeszthetünk oly integrált, m ely f(x)-hez an a log  visel­
kedésű függvényt értelmez. Ugyanis:
Ha
és
akkor
<]>{t) =  \ - t 39)
(0<#<1)
<P(t+l)= 0{t) 40)
0
41)
az x negatív értékeinek kivételével mindenütt folytonos függvény. 
Ha pedig x  a számsík felső vagy alsó felében az
a =  — n +  £ (0 < c < l)
negativ számhoz közeledik, akkor J(x) mind a két esetben egy-egy
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véges és meghatározott limeshez közeledik. De e két határérték 
nem egyenlő, hanem különbségük:
J (a)-  J  {a)=  — 2* i (fi (n -  9 ) =  -  2?r i<fi (1 -  9 )= 2 n i (£ -  £). 42)
E tétel az előbbi fejezetben mondottak után valószínű, de nem 
kétségtelenül bizonyos. Ugyanis sem (fi(t), sem az integrálás határai 
nem elégítik ki a mintául vett tétel feltevéseit.
Hogy szigorúan járjunk e l:
a) bebizonyítjuk, hogy a negativ számok féltengelyének kivé­
telével J(x) mindenütt véges és meghatározott;
ß) kiszámítjuk a J(x)—f{x) különbséget. E külömbségről azt 
fogjuk találni, hogy rr-nek lineáris függvénye, s ezzel tételünk be 
lesz bizonyítva.
28. Mindenek előtt egyszerűsítsük J(x) értelmezését.
A 41) képlet értelmében
Cü
io N —1 in + l  (x)
0 m = 0 ni N
hol A  az íu-nak egész számú része.
Ha aj eléggé nagy értékeire szorítkozunk, akkor az utolsó inte­
grál határai közt | . 'r + f |> i í ,  hol H  egy tetszőleges nagynak vá­
lasztható szám. Továbbá
Ennélfogva
es
J • <fi(t)dtx + t 1 to—N* T T
lim f ® (» f = 0 . 
W=K J  X-\~t
Tehát J(x) értelmezését így is fejezhetjük ki
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J(x) — lim ^  f
N— <x J
N — 1 in  + 1
0 (f) dl 
x~\~ t
m=-0 m
vagyis
jm = Y j j
m+1
7/i=0 m
0{t)dt
x + t 43)
Ezzel azt a kérdést, vájjon J(íc)-nek mikor van véges és meg­
határozott értéke, egy sor összetartásának vagy széttartásának 
vizsgálatára vezettük vissza.
A nyert sort még az összetartás vizsgálatára alkalmasabb alakra 
is hozhatjuk. Ugyanis végezzük minden egyes tagjában a t= m + t' 
helyettesítést. Akkor
oo 1
j w = Y í Jm=0 0 x+ m + t
dl 44)
hol egyszerűség kedvéért t' helyett ismét t-1 irtunk.
Itt
l ± z L ^  dt =  f  i = L  dt +  dt
J  x + m + t J  x + m + t + .) X+ m + t ’
s ha még a második integrálra a
t =  1 - t '
helyettesitést alkalmazzuk, akkor
f  J t í _  d, =  t - k = L -  di _  (  H L . dt
J  x + m + t J  x+ m  +  t J  x + m + l - t
2
= /
^ ( k - m
(x+ m + t) (x+ m + í — t)
Vagyis
m = 0  0
n k - t f d t
(x+ m + t) (x+ m + 1 — t j 45)
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39. E sor összetartását külön bizonyítjuk be x  pozitív, és külön 
.x-nek komplex értékeire nézve.
Ha x  pozitív értékű, akkor e sor minden egyes tagja szintén 
pozitív. Továbbá az
(x+ m -{-t)(x+m -{-í—t) =  (xJr m )(x + m + 1) +  / (1 — 0 
képletből í-nek pozitív valódi tört értékeinél
\ — l)< (x+ m ){x-\-m Jr l).
Ennélfogva esetünkben J{x) tagjai rendre kisebbek
I 1(x+TO)(x+m-f-1) 19
_ 1 V  1
12 Z_j (x-j-w i)(*+w +l)m= 0
megfelelő tagjainál. E sor összetartó, és pedig összege : 
Tehát a 45) alatti sor is összetartó, és J (x) <  — •
Ha x  komplex értékű, akkor ily alakban állítható elő:
46)
1
I 2.7'
x  =  R  (cos &-f-isin d) =  lleu\  
hol f í  >  0 és —n <  # <  ír.
Ekkor a 45) alatti sor tagjai abszolút értékre nézve rendre 
kisebbek mint
X /
7/1=0 0
2 ( |—0 8 dt
Réis- fm + i  i Re11 +>w +l — I
megfelelő tagjai. A nevezőben m +  / és m + 1  — t pozitív számok. 
Ámde bármely b pozitív szám esetében az
Reia. +  b |2 =  (R cos &+b)'iJr(R  sin d)2 =
=  R^+b^+QRbcos 9 =
=  (R+b)2 cos2-^ +  (ÍR — b)2 sin2-^ - >
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>  (R+b)a cos2 ~
képletekből Q
R e^+ b  >  (R-\-b) cos ■
Tehát a 45) alatti sor tagjai abszolút értékre nézve rendre 
kisebbek mint
1 Y  f  "2(1-1)* dl __
„ & L-j J (R+ m  +  l)(R+ m +  I — /)cos2 - m=o o 2
megfelelő tagjai. De erről a sorról már tudjuk, hogy összetartó és 
hogy összege
~ 7 t / ( äcos2 }
Ennélfogva x  komplex értékeinél a 45) alatti sor szintén össze­
tartó. Továbbá
J (x ) <  —-í—  J(R) <  1 - 46)
a ti n  ■> &
CO S2 - r -  1 3X1 COS2 ~ p r
2 2
Á mondottakból nem csak az tűnik ki, hogy x  negativ értékeit 
kivévén J(;r)-nek mindenütt véges és meghatározott értéke van, 
hanem az is, hogy
lim J  (r) =  0 , 47)
X =  cr
feltévén, hogy x  iránytényezőjének <) argumentuma a — jr+d és 
7t—ő határok közt marad. Itt ő egy tetszőlegesen kicsinynek 
választható, de állandó pozitív szám.
A (>-ra vonatkozó megszorításnak az a geometriai értelme, hogy 
.x’-nek nem szabad egy bizonyos, a negativ számok tengelyét közbe 
fogó, szögnek belsejébe esni. A szög egyébiránt tetszőlegesen 
kicsinynek választható.
30. Ha a 44) sorban x  helyébe (£C+ l)-et Írunk, akkor minden 
tag a reá következőbe megy át. Tehát
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J{x)—J ( x + 1) =  j  - J — j d t  —  ( O J + D  l .  ~ ~  — 1. 48)
o ' ‘
E megjegyzés alapján meghatározhatjuk fix )  és J{x) különb­
ségét.
Ugyanis az f ix )-nek 37) alatti értelmezéséből
f ix - f i )  =  l . / ’(.'»-(-l)—{x-\-$) l.(x -\- l)  =
=  i . x + i .  r (x )—(x + £ ) i .( x + 1)
és
nr -4— 1
f ( x - \ - í) r - f( x )~ — (#+£) l ■ = J ( x + l ) ~ J ( x ) - l .
Innen
f ( x + í ) + x + í  — (f(x)+ x) =  J ( x + i ) —J{x) 
és
f{x-\-\)—/ ( íc+ D + íc+ I  =  f{x)--J(x)-\-x,
Tehát a
ip (x) =  f{x)—J{x)~{-x 49)
függvényre nézve az egység a periódusnak jellegével bir.
E függvény értelmezésénél fogva m pozitív egész számú értékeire 
nézve
ip ix  -\-m)—tp (m) =
= 1. r{x-\-m )—ix + m —£) l . (oü+ íh)—J  ix-\-m)-\-x-\-m—
—  l . (t o — 1 ) ! + ( t o — I )  l . t o + / ( to) — to , 
vagyis
^ ^ (to) =  50)
=  l ■ - H- •»*— —-J-) l. ~^m _  /(a;+»n)+J"(m).mx im — 1)! 2 to v
Ha most m  rendre felvesz minden egész számú értéket, akkor
p(x-\-m)—p (m)
a ip periodikus voltánál fogva állandóan egyenlő a
<pix+1)—f( i)
különbséggel. Tehát egyszersmind
lim (p{x+ m )—<p(m)) =  <p (x-j-1)—^ (1).
m= oc
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Továbbá a F (x) függvény II) alaptulajdonságánál fogva
Végre
F (x+m)hm*. — - =  0.rr. m x {m— 1)!
, , 1W x + m  .. x + m —h ..
l im  (x+ m —i)  l . ----- — x  h m ----------- - limm=» m m = oo
Z .(l +  m^í)
x x
m
=  x
es
lim J(x+  m) =  lim J(m) =  0 .
m= cc m= cc
Tehát az 50) alatti egyenletből, ha m minden határon túl növe­
kedik, a következőt nyerjük:
p ( x + \) —p(\) =  0 .
Szóval tp(x+\) és vele együtt
<p (x) =  f  (x)—J (x)+ x  
az íc-től független állandó. Azaz
f(x)—J(x) =  C—x. 51)
Ezzel a 27) alatti tétel be van bizonyítva.
31. Ha f(x)-et részletesen kiírjuk, akkor a mondottak szerint
l . r  (x) =  (x+£) l ■ x —x+ C + J(x).
Hogy e képlet teljes legyen, még a C állandó is meghatározandó. 
C nyilván valós értékű. Ezt tudván. Írjuk x  helyébe az ui kép­
zetes számot és növeszszük u-1 minden határon túl. Leszen
C — lim 91 { l. F (ui)— (ui—%) l . (ui)—J(ui)),
U =  oo
hol 9i a zárjelbe foglalt kifejezés valós része. Itt a 23a) képletnél 
fogva
m . r  (ui) =  { l .  (2 n)—{  (enu—e-mi).
Továbbá
1 . 1 \ , J  ^ \( ■ Ml 7 71 \
-  oj) 1 ■ (m)j =  N \ \ u l  “  T /* ! ' u +  y  v
1 , íru
T l . u — -^l .enu.
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Végre 
E szerint
lim J  (ui) =  0.
11—er-
C =  lim {I l.  (%7T)-i l . (1 - e - ^ o j l - (  2ff).
Tehát végre
I . F (x) =  (x— l . x —x + ^  l . (In) +  J(x).
)
52)
E képletre, mely Bourguet-WI származik, alapította Stieltjes a 
Stirling-eőI nevezett sor levezetését. A régebben ugyané czélra 
használt képletekben J(x) helyén oly integrál állott, mely csak a 
fél számsíkban birt értelemmel.
32. Ha 1 trigonometriai sorba fejtjük, akkor
CG CG
. í ' V si
sin 2nnt \ dx
nn ' x + t
0 n= 1
Itt (f egész számú értékeinek kivételével):
53)
d
dl
( 1
sin 2nzrf \ 1
nw I a?+f
00 05
cos %int \
1 1 1
/ \ A sin % int') 1
IZ j  2 (nTr)2 )
n = l
CG
íc-H IZ j  22 (njr)3 /n=\
oc
1 (*+£)'■
cos2n^f \
(W  +  I
\  '  sin %nnt \ 3
\Z j  28 (nn)* '
71 =  1
\ L  iHnn)*l
71 =  1
(x+ ty
+ ( - « * É
cos %mt (2 /c—2)!
2 ^( n n ) ^ ) (íc+ í)“ -1 .
cos 2)17t£ ) (2/c— 1)!
2 » - 1 (n^)a (cc+í)2fc
Tehát
J  (x) ______ By
1 . 2a; 3 . 4a;3
+  (—l )* -1
+  ••■ +
B k
( 2 /c - 1) (2/c) a:5Sk Jk (#), 54)
9*
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hol
00 . 0 0  
f í l  =  Y j ~ ( n x f ’ /?Í =  4 !X  28 (««•)*’ • • •
71=1 71=1
B
77 =  1
(nr)2*
az első /c BERNouLU-féle szám, és
0 n  =  l
33. Helyettesítsük a J(x)-re talált kifejezést 52) alatt, akkor
l . r  (se) =  (.r—{) l .  x — x + %  l .  (2n )  +
+
B ,
1 . 2 .  íc 3 . 4,r3
+  . . .+ ( _  1)*-i Bk
('2k— \ )(2k).r'2k_y ~t~ Jk (aj.
Ha itt Jk (aj-et, elhagyjuk és fc-t minden határon túl növesztjük, 
akkor az
( jj+ i)  l • a’—íC + i l . (2jt) +  > (—ll* -1
fc=i (2/c—l)(2 /c).xÄfc_1
5(>)
sort nyerjük. Ezt nevezik Stirling sorának.
E sor (habár a BERNouLU-féle számok gyors növekedése miatt 
sehol sem összetartó) l . r(x)-et aszimptotikusan ábrázolja.
Ennek bebizonyítása végett meg kell vizsgálnunk, hogy meny­
nyire közelíti meg
Sk (x) =  (x—1) l . x —x+ %  l . ( 2 tz) +
+  ^  -  ^  1 . 2.r
a l . T (a;)-et.
A vizsgálandó
különbség értéke
B* 
3 . 4r H----- h(—l )* -1
B k
(jUSc— 1) (2A) a^*-1
■he (x) = l.V (x)—Sk{x)
Bk
h ( X )  -  ( 1 )k ( 2 f t + i')^fc +  2 ) .r*ír+l + ' /k + l ( 'r)' 57)
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a mi még így is irható :
J a- (« )  = ( - l ) * ( 2fc+l)
1 —cos Innt \ dt 
22fc+1 («jr)2fc+2 / (a:+í)2ft+2 58)
Ha x  pozitív értékű, akkor az integrálás jele alatti függvény 
mindig pozitív. Tehát Jic(x) előjele: (— l)fc. E szerint 57) jobb 
oldalán két ellenkező előjelű tag áll, és közűlök az elsőnek van 
nagyobb abszolút értéke. Ennélfogva esetünkben
Ha pedig 
akkor
I Jk (x) ; <
B,ki-1
(2A:+l)(2fc+2).T2fc+1 
x  =  Jí (cos sin §),
Q
x-\-t \ >  (R+t) cos — •
59)
Tehát az 58) alatti képletből
Jk (x) — <
oe oo
(2fc+ l)l
#  \  2A + 2 
C0S 2 )
1 — c o s2 w ;r í \  d f
2*^ r ( n ^ + 1 ' iH + í)2^  ’
vagyis
J a (a?) <
Jk (R) !
/ - ,v \«A+*
l cos¥ )
1
(2A+1K2Ä+2)
Ha most x  a végtelenhez közeledik, akkor a vizsgált Jk {x) 
különbség (2A-f- 1 )-ső rendű végtelen kicsiny lesz, feltévén, hogy 
& a n —d és jr+ d  határok közt marad. Itt d egy tetszőlegesen 
kicsinynek választható, de állandó pozitív számot jelent.
E szerint S t i r l i n g  sora l . r{x)-et valóban aszimptotikusan 
ábrázolja.
34. Az x  pozitív értékeinél azt találtuk, hogy Jk (x) előjelére 
nézve megegyezik Sk+i (x) utolsó tagjával, abszolút értékre nézve 
pedig ennél kisebb.
Tehát x pozitív értékeinél l .Y (x )  értéke az Sk(x) és Sk+i(x) 
összegek közé esik.
Kürschák József.
A TESTEK HALMAZÁLLAPOTAIRÓL.
(N egyed ik  k ö z l e m é n y . )
19. §. A hőokozta térfogatváltozás törvényei.
A  légnemű testek kiterjedésének menetét, legalább ideális ér­
vényességben, a G a y - L u s s a c  törvény fejezi ki (39. lap); mivel e 
kiterjedésnél, mint kitűnt, a nyomás igen lényeges változásokat 
idéz elő, a törvényt össze szokták kapcsolni a B o y l e - M a r i o t t e -  
félével (VIII. k. 383. lap). Ha a p  és p t a nyomásokat jelentik, 
v és vt a hozzátartozó térfogatokat, akkor a B o y l e - M a r i o t t e  tör­
vényt igy fejezhetjük k i :
p : p l =  v1 :v ,
vagy más alakban :
pv =  p1ví =  const.
Ha továbbá v0 és vt a gáz térfogatai 0° és í°-nál, a a kiterjedési 
koefficziens, akkor G a y - L u s s a c  szerint:
vt =  v0{l+at),
miközben a nyomás állandóan p0. Ha p0 nyomást állandó hőmér­
séklet mellett p-re változtatjuk, akkor a térfogat v lesz s a B o y l e - 
M a r i o t t e  törvény szerint:
pv =  p0vt =  p0v0 (1 +at).
(Boyle -Mariotte—Gay-Lussac törvény.)
. 1
Mivel G a y - L u s s a c  szerint = 2 7 3 , azért:a
pv - p0v0 (t +
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a hőmérsékletet —273° C.-tól, az absolut zérusponttól számítva:
í = T - - 2  73 és T — <-(-273;
í g y :
/, , T - 273 \ p0v0 
pv =  p0v0 [1 +  a?3  J =
a hol
R = Povo273
I ~ 273 
constans.
. r =  f ír ,
Ha T  constans, akkor pv  is az s megkapjuk a Boyle-Mariqtte 
törvényt. Ha pedig T  változik, akkor a két törvény egyesítése azt 
mondja, hogy pv arányos az abszolút hőmérséklettel.
A Gay-Lussac törvénynyel analog összefüggésre jut a folyadé­
koknál Mendelejeff, ki TnoRPE-nak 47 különböző folyadéknál 
nyert kísérleti eredményeiből azon következtetésre jut, hogy a 
különböző folyadékoknak azon hőmérsékletei, melyeknél a folya­
dékok egyenlő térfogatnak, arányosak.* P l.:
PBr* esetében
ha < = 10° 20° 30° 40°
akkor v =  1'00847 P01706 P02577 P03463.
A  h i g a n y  e z e n  t é r f o g a t o k a t  a  k ö v e t k e z ő  h ő m é r s é k l e t e k n é l  é r i  e l : 
r =  46-8° 93-7° 140-9° 189-1°,
i n n e n :
r : f  =  4-68 4-68 4-69 472.
E z e n  t ö r v é n y s z e r ű s é g e t  G A Y - L u s s A C . - n a k :
egyenletével fejezi ki; gázok esetében n =  +  1, folyadékoknál 
n — — 1 , tehát az egyenlet alakja :
t> =  (l- k t ) ~ K
A konstans k faktor minden folyadékra nézve karakterisztikus;
Ann. eh. ph. (6) II, pag. 271; 1884. — Beibl. Vili, pag. 477 ; 1884.
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ezen állandót kiterjedési modulusnak nevezi. Ennek értékét meg­
adja a :
vi ~ v
v ^ —vt
képlet.
Más alakú egyenlet A v e n a r iu s - ó : *
v — a—b log ( 7 í),
a hol T  a kritikus hőmérséklet, a és b állandók. Az egyenlet 
érvényességét aether, alkohol, kéndioxyd, diaethylamin és chlor 
aethyl esetében igazolta.
A két egyenlet érvényessége felől a kísérletek igen eltérő ered­
ményeket adnak. Egyrészt M e n d e l e je f f  47 folyadékon tett kísér­
letek eredményeiből vonta le következtetéseit, de másrészt kép­
leteinek helytelenségét mutatják ki B a r t o i.i és S t r a c c ia t i .* *  Úgy 
látszik, hogy A v e n a r iu s  egyenlete jobban megfelel a tényleges 
viszonyoknak; így elég nagy hőmérsékleti határok közt szép meg­
egyezést talált az elméleti és kísérleti eredmények közt Jónk.***
Mindkét formulának nagy hiánya, hogy a halmazállapotok vál­
tozása körül nem használhatók. M e n d e l e je f f  maga megjegyzi, 
hogy a mint a GAY-LussAC-féle egyenlet csak ideális gázokra 
érvényes, úgy az övé csak ideális folyadékoknál használható. Az 
egyenlet mindig jobban elveszti érvényességét, a mint a folyadék 
a halmazállapotváltozáshoz közeledik. A kritikus hőmérsékletnél 
A v en a r id k  egyenlete sem érvényes, mert itt v =  a -j- oo lenne ; 
azonban ezen ponthoz közel még mindig nagy a megegyezés a 
kísérleti és elméleti eredmények között, pl. diaethylaminnál 196'4°-ig 
(# =  220° körül), sethylchloridnál 160’l°-ig (fl =  182° körül).
Elméleti megfontolásokból indul ki V an d e r  W a a l s ; e megfon­
tolásokból később lesz szó (III. rész), most csak a levont s ide­
tartozó következtetését ismertetjük, melynek helyességét kísérleti 
adatokon próbálta meg. Azon eredményre jut, hogy a kiterjedési
* Beibl. VIII, pag. 806; 1884.
** Beibl. IX, pag. 510; 1885.
*** Béri. Bér. 1884. II, pag. 349.
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koefficziens valamennyi folyadéknál ugyanaz, ha a számításban 
bizonyos feltételeket teljesítünk. Ha két test abszolút kritikus hőmér­
séklete 7', és T.,, akkor a és , d'% abszolút hőmérséklete­
ket, melyekre a testeket hevítjük, úgy kell választani, hogy :
'V, _  7j . d\
%  d't
ri \
T*
legyen; továbbá térfogategység azon térfogat legyen, melyet a test 
a számítás kiinduló pontjában elfoglal. Pl. az sethert és a benzolt
véve:
az aether abs. krit. hőmérséklete ... .... 463‘0° C. I
a benzol « « « _ _ 553-6° C. I
az aethert 0 °, 10°, 20° G. hőmérsékletekre hevítve, a megfelelő 
hőmérsékletek:
selber
273+ 0=273° G.
273 +  10=283
273+20=293
273 553-646fT
benzol
=  273°+53-42° C.
553-ß
283. ~  =  273 +65-38463
293 . 'f ;.5'1’ =  273 +77-34
u. i. a fönti egyenletekből:
T3 ,  .
r n  • ^ 1  >
Tq/ x  2 q r
" 2  —  rr  t y  1 • 
1 1
Megfelelnek tehát 0° és 53-42°, 10° és 65-38°, 20° és 77'34°. Ha 
most az aether térfogatnövekedését a 0 —10° közben elosztjuk a 
0°-nál levő térfogattal s a benzol térfogatnövekedését az 53'42— 
65-38° közben az 53-42°-nál levő térfogattal, ugyanazon számot 
kell kapni; épúgy a 10—20° közben. P ie r r e  é s  K o p p  kísérleti 
számadatai alapján ezen számok :
aether benzol
0—10° 0-01541 | 53-42—65-38° 0-01584
10—20° 0-01613 I 65-38—77-34° 0-01685.
A megegyezés igen jó, tekintve a kísérletek bizonytalan ered­
ményeit a kritikus adatokra nézve.
A  szilárd testeknél egy érdekes kísérleti eredményt említünk ; 
a fémeknél u. i. Montisnt (1 8 7 7 )  és később de Heen ( 1 8 7 9 )  azt 
találták, hogy a kiterjedési koefficziens s az abszolút olvadási 
hőfok szorzata állandó szám. így de Heen szerint:
Abs. olv. pont Köbös kitérj. Szorzat
Platina... 2 3 7 3 ° 0  0 0 0 0 2 9 6 8 8 1 7
Palladium 1 9 7 3 3 5 6 9 0 5 5
Vas........ 1 8 7 3 3 6 6 7 4 2 8
Arany 1 5 2 3 4 6 7 0 0 5 8
Réz... _ _  _  1 3 7 3 51 7 0 0 2 3
Ezüst 1 2 7 3 5 7
Átlag ....
7 2 5 6 1
6 9 5 6 7 .
A kérdést mások nem vizsgálták meg s így végleges döntést nem 
mondhatunk róla. Az ily magas olvadáspontok meghatározása 
nem elég pontos és ezt tekintve, a szorzat elég állandó. Az össze­
függés mindenesetre rámutat a kapcsolatra, mely a test kiterjedése 
és állapotváltozásának hőfoka közt van.
Ezen alapon de Heen kiszámította néhány test olvadáspontját, 
melyeket kísérletileg még nem határoztak meg. így az osmium 
abszolút olvadásfoka 3276° C., a kobalté 1617° C., az alumíniumé 
757° G.
2 0 . §. A testek sűrűsége.
A testek kiterjedésével szoros kapcsolatban áll a sűrűség; ez 
u. i. a térfogategységben levő tömeg lévén, ha a test kiterjed s 
igy ez a tömeg csökken, a sűrűség is kisebbedik. Ebből is kitűnik, 
hogy a mely körülmények a kiterjedésre befolyással vannak, be­
folyásolják a sűrűséget is.
A nyomás és a hőmérséklet legjobban a légnemű testek kiter­
jedésére hat, épigy a légnemű testek sűrűségére is. Ezen halmaz- 
állapotnál a kérdés közel kapcsolatban intézhető el a Boyle- 
Mariottf. s a Gay-Lussac, törvénynyel. A légnemű testeknél a
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sűrűséget többnyire az egyenlő nyomás alatt és hőmérsékleten 
levő levegő, vagy hydrogén sűrűségére vonatkoztatjuk. A sűrűség 
a térfogattal fordítva, tehát a nyomással egyenesen arányos; ha a 
Boyle-Mariotte törvény a maga szigorúságában érvényes, akkor 
a légnemű testek ezen relativ sűrűsége a nyomástól és a hőmér­
séklettől független.
A nem telített gőzökre nézve több-kevesebb közelítéssel érvé­
nyes a Boyle-Mariotte törvény; minél nagyobb a törvény érvé­
nyességének foka, annál állandóbb a sűrűség Tehát a kritikus hő­
mérséklet alatt a sűrűség jobban változik, ha a telítettség pontjához 
közeledünk s ezen ponton eléri az azon hőmérsékleten lehetséges 
legnagyobb sűrűséget; a kritikus hőmérsékleten felül a változás 
a hőmérséklet emelkedésével csökken s minél jobban távozunk a 
kritikus hőmérséklettől, a sűrűséget annál nagyobb megközelítés­
sel vehetjük állandónak.
A  r e l a t i v  s ű r ű s é g  v á l t o z á s á n a k  e g y  m á s i k  o k a  a  G a y - L u s s a c : 
t ö r v é n y é n e k  k ö z e l í t ő  é r v é n y e s s é g é b e n  r e j l i k .  M i v e l  u .  i .  a  k ü l ö n ­
b ö z ő  l é g n e m e k  k i t e r j e d é s i  k o e f f i c z i e n s e i  k ü l ö n b ö z ő k ,  a  l e v e g ő r e ,  
v a g y  h y d r o g é n r e  v o n a t k o z t a t o t t  s ű r ű s é g e k  m á r  e z é r t  s e m  l e h e t ­
n e k  á l l a n d ó k .  E z  i s  l e h e t  o k a  Hartmann e r e d m é n y e i n e k ,  m e l y e k  
s z e r i n t  a  r e l a t í v  s ű r ű s é g ,  h a  a  n y o m á s  á l l a n d ó ,  a h ő m é r s é k l e t  
e m e l k e d é s é v e l  f o g y  s  m i n d i g  j o b b a n  k ö z e l e d i k  a  t h e o r e t i k u s  é r t é k ­
h e z  ; p l . :
aether (theor. ért. 2*557) 
víz (theor. ért. 0622) 
eczetsav (theor. ért. 2'073)
t =  397°, d =  2-649 
204-5 2-565
t =  108-8°, d =  0-653 
200-2 0-626 
t =  128-6°, rZ =  3079 
254-6 2-135.
Növekvő nyomás esetében a sűrűség akkor is növekszik, ha a hő­
mérséklet csökken.'*'
* Bér. chenr. Ges. I II ; 1879. L. még H e r w ig , Pogg. Ann. GXXXV11; 1869. 
CXLI; 1870.
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Az egyes isothermák mentén föllépő maximális sűrűséget az 
illető légnemű test akkor mutatja, mikor a telítettség állapotába 
lép. A telített gőz sűrűsége nem állandó szám, mert reá sem a 
Boyle-Mariotte, sem a Gay-Lüssac törvény nem alkalmazható, 
még közelítő érvényességgel sem ; változása a hőmérséklet vál­
tozásával egyenlő értelemben történik s maximális értékét a kri­
tikus hőmérsékleten éri el.
Az idevágó kísérleti eljárások közül első sorban Andrews iso- 
therma methodusát kell említeni; ennek lényege abban áll (Vili. k. 
322.1.), hogy megfigyeljük a gőz viselkedését a B oyle-Mariotte tör­
vénynyel szemben. A mely pontban a törvény közelítő érvényessége 
megszűnik, ott van a telítés pontja. Megkapva ezt, nemcsak a 
gőznyomásokat mérhetjük meg, hanem a fajlagos térfogatot is s 
ennek recziprokja megadja a sűrűséget. Hogy ez a mód használ­
ható a kritikus sűrűség meghatározására, az eddigiekből világos.
C a i l l e t e t  és Mathias egy beosztott vas-üvegcsövet használtak, 
mely egy hengeres reservoirhoz volt forrasztva * s körül volt véve 
egy állandó hőmérsékletű folyadékot tartalmazó üveghengerrel. 
Ezen beosztott üvegcsőben először a nyomás fokozatos növelésé­
vel a gázt folyósították, azután meggyőződvén arról, hogy a hő­
mérséklet teljesen állandó, igen lassan csökkentették a nyomást, 
míg a folyósított gáz utolsó cseppje is eltűnt. Ezen pillanatban 
feljegyezték a hőmérsékletet, a gőz térfogatát s a barometerállást; 
a gőz térfogatának s a szükségelt gáz súlyának ismerete közvet­
lenül megadja a keresett sűrűséget. Megvizsgálták a nitrogén- 
oxydult (—28-0° és -j-33'9° közt), az aethylént (—30 0° és + 8  9° 
közt) és a széndioxydot (—29-8° és -f-SO'S0 közt). Kísérleteik 
első sorban azon fontos eredményt adták, hogy a telített gőz 
sűrűségének és a hőmérsékletnek összefüggését graphikusan egy 
parabola ábrázolja s meg is adják ezen paraboláknak empirikus 
egyenleteit:
* C. R. Cll, pag. 1202; 1886. —• Jouin. pbys. (2) V, pag. 549; 1886.
a t e s t e k  h a l m a z  Ál l a p o t a i r ó l . I2H
nitrogénoxydul: d — 05099—0-00361 t—00714 j/3 6 ‘4—f 
aethylén : r í  =  0T929—0’00188 í—0'0346 \ ! 9-2 /
széndioxyd: r í  =  0-5668—0-00426 í —  0-084 |/31*0—í
feltéve, hogy 36-4°, 9'2° és 31-0° a három gáz kritikus hőmér­
séklete.
Cailletet és Mathias azután megvizsgálták ugyanazon testek 
sűrűségeit folyékony alakban is. Az itt használt készülék is egy 
vastag csővel összeforrasztott üvegreservoirból állott, mely más 
részről két parallel szárból álló 0  alakú üvegcsővel is összekötte­
tésben volt egy horizontális cső á lta l; a két parallel cső mrn- 
beosztással volt ellátva s bizonyos mennyiségű higanyt tartal­
mazott. A két parallel csőben, nyomás és hűtés kombinácziója 
folytán a készülékben levő gázból bizonyos mennyiséget folyósí­
tottak. Megmérték a két szárban a folyadék s a higany magasság­
különbségét (h és h '); ha a folyadék sűrűsége x, a higanyé r í  s a 
telített gőzé a kísérlet l -ánál d, akkor az edény egyik szárában 
m magasságban van folyadék. « magasságban telített gőz a higany 
felett; a másik szárban a higany niveauja felett van m, magasságú 
folyadék s magasságú telített gőzoszlop; a két szár magassága 
egyenlő. Tehát a közlekedő edények elve szerint, mfnthogy a higany­
oszlopok niveaukülönbsége h', lesz:
d e : 
tehát : 
és:
m x-\-fid=m ix -srn ld-\-h'd; 
m —m ^ h ;  ,
(m —mí)x= h '3 + (y l—u)d 
hx—h'd-\-(h — h') d,
a honnan X kiszámítható.
A sűrűségek itt is parabolák mentén változnak; az empirikus 
egyenletek:
nitrogénoxydul: x  — 0-342+0-00166 í+ 0 ‘0922 y  36-4—t
széndioxyd: x  =  0-350+0-0035 f+0-101 ^ S í ’O—t
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A módszer használhatóságát eldöntendő, az eredményeket 
összehasonlítják S a r r a u  elméleti számításaiból nyert eredményei­
vel ; így a sűrűség:
—30° —20° —10° 0° 4-10° + 20° +30°
kísérlet szerint 1-032 0-999 0'960 0-912 0-842 0-751 0-530
S a r r a u  « 76 1-019 950 878 785 676 461
emp. form.« 33 0-997 961 911 847 754 556
A megegyezés ugyan, a kísérleti nehézségeket tekintve, elég jó, 
de az eltérés a kísérleti és elméleti eredmények közt a hőmérsék­
lettel együtt no.
A kísérleti eredmények graphikns ábrázolása feltünteti azon 
körülményt, melyet később Amagat és Mathias behatóbban meg­
vizsgállak, hogy u. i. a folyékony és a telített gőz sűrűség-görbéi 
egy pontban egyesülni látszanak, a vertikális húrok felezéspontjai 
pedig egy egyenesen vannak, mely igen kevéssé hajlik az abscissa 
tengelyhez. (V. ö. Vili. k. 323. lap.)
A folyósított gázoknál tehát a telített gőz sűrűsége nagy mér­
tékben változik a hőmérséklettel, a mi analógia a folyósított gá­
zok kiterjedésének a hőmérséklettel való gyors növekedésével 
(46. lap).
A folyékony és szilárd testeknél különben a hőmérséklet s kü­
lönösen a nyomás változásának a sűrűségre igen kicsiny a befo­
lyása.
Ezen befolyás nagyobb mértékben csak a halmazállapot­
változásnál jelentkezik, mikor is a gőzölgésnél erős csökkenés, az 
olvadásnál pedig csökkenés, vagy növekedés áll be.
A víznél sűrűségmaximum mutatkozik, melytől kezdve mindkét 
irányban kiterjed; más folyadékoknál ez a sűrűségmaximum nem 
mutatkozik. A sűrűségmaximum hőmérsékletére nézve igen el­
térőek a meghatározások. Munke szerint ez 3'934°-nál van, Hall- 
ström  szerint 4'108°-nál; a többi meghatározások e két érték 
közt változnak. A mint a sűrűségre befolyással van a nyomás, 
úgy a sűrűségmaximum hőmérsékletét is megváltoztatja. Van der 
Waals kiszámította Kopp és Grassi kísérleti eredményei alapján
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a sűrűségmaximum hőmérsékletét különböző nyomásoknál; na­
gyobb nyomásnál csökkent a hőmérséklet.* így :
p = 0 1-0 1-75 2-85 4-06 5‘5 6-9 8-6 10’5 atm.
t= 4-18° 4-08° 4-0° 3-9° 3-8° 3-7° 3*6° 3‘5° 3-4° G.
Befolyása van a sűrűségmaximum hőmérsékletére a víz tiszta­
ságának is. Sóoldatnak sűrűségmaximuma alacsonyabb hőmér­
sékletnél van, mint a tiszta vízé; épigy víz és alkohol, víz és kén- 
dioxyd keverékénél. Rűdorff a sóoldatoknál, Despretz pedig az 
utóbbi esetben megállapították, hogy a sűrűségmaximum hőmér­
sékletének csökkenése arányos a feloldott só, illetőleg a hozzá­
kevert alkohol, vagy kéndioxyd mennyiségével.
A keverékek, oldatok és ötvények viszonyai még felderítetlenek; 
a részek sűrűségének s az egész sűrűség összefüggésének kérdése 
még nincsen megoldva.
Két methodusról fogunk szólni, melyekkel a nehezen folyósít­
ható gázok sűrűségeit meghatározhatjuk.
W r o b l e w s k i  a folyékony oxygén sűrűségét határozta meg ugyan­
azon apparátussal, melylyel az oxygént, nitrogént, széndioxydot 
folyósította.** A sűrűség közepes értékéül — 136° C. hőmérséklet­
nél a folyósítás nyomása alatt a számítás 0‘899-t adott.
Olszewski a normális forráspontnál fellépő sűrűséget határozta 
meg.*** Apparátusának a folyósításra vonatkozó részeit már ismer­
tettük (8 . ábra, VIII. k. 311. lap). A sűrűség meghatározására a mm- 
beosztással volt ellátva s pontosan kalibrálva; a mint a folyadék 
h csap óvatos felnyitása által minden nyomástól megszabadult, 
s a folyósított gáz konzerválása végett az a-ba tett üvegcsőnek 
s az a nak falai közt levő folyadék elpárolgott, megmérte a 
belső csőben maradt folyadékoszlop magasságát, egyszersmind 
h-1 összekötötte az r aspirátorral. Az ideáramló gáz it-ban föl­
emeli az edényben levő vizet; w csap kinyitásával annyi vizet
* Beibl. I, pag. 511; 1877.
** Wied. Ann. XX, pag. 860; 1883.
*** Wied. Ann. XXXI, pag. 58; 1887.
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bocsájtunk ki az edényből, hogy a niveauemelkedést ellensúlyoz­
zuk. Mikor a-ból minden folyadék elpárolgott, az u csőben s az 
r edényben helyreállítjuk a niveauk egyensúlyát, h-t bezárjuk s a 
barometerállást és az aspiratorban levő víz hőmérsékletét meg­
határozzuk. Ezzel az összes adatok megvannak: a felhasznált 
folyadék mennyisége, melyet a magasságleolvasás és a kalibrálása 
ad meg, továbbá a keletkezett gáz mennyisége, mely egyenlő az 
aspirátorból kifolyatott víz mennyiségével; ezt a térfogatot 0 ° 
hőmérsékletre és 760 mm nyomásra redukáljuk.
A kísérletek középeredményei:
methan : p  =  735-5—737"7 mm közt;
d =  0"415 (— 164° C. hőmérsékleten) 
oxygén : p  =  736'0—747-0 mm közt;
d =  1-124 (— 181-4° C. hőmérsékleten) 
nitrogén: p =  739-7—748-0 mm közt;
d — 0-885 (-— 194-4° C. hőmérsékleten).
Wroblewski és Olszewski meghatározásaiból látszik, hogy az 
oxygén sűrűsége alacsonyabb hőmérsékleten nagyobb volt.
21 . §. A testek fajmelege.
A légnemű testeknél a nyomás befolyása itt sem hanyagolható 
e l ; itt is különbséget teszünk az állandó nyomás és az állandó 
térfogat mellett föllépő fajhők között; jeleik : ep és cv .
A kísérleti meghatározásoknál cp közvetetlenül nyerhető; az 
ide vonatkozó eljárások alapgondolata rendesen azon elv szokott 
lenni, melyet Delaroche és Bérard alkalmaztak először.1 Ismert 
mennyiségű és hőmérsékletű gáztömeget állandó nyomás mellett 
kígyózó csőben egy vízkalorimeteren vezettek át s megfigyelték a 
kiömlő gáznak s a kalorimeternek hőmérsékletét. Ezen elvet fel­
használták nagy tökéletesítéssel R egnault 2 és később Wiedemann 8; *
1 Ann. eh. LXXXV; 1813.
a Mém. de l’inst. XXVI, pag. 58; 1862.
* Pogg. Ann. CLVII, pag. 1; 1876.
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a tökéletesítések legfontosabbja arra irányult, hogy a gáz igen 
nagy felülettel érintkezzék s így melegét lehetőleg kiadja, mialatt 
a kalorimeteren áthalad.
Ugyanezen módszeren alapulnak a gőzök fajmelegére vonatkozó 
kísérleti meghatározások is, csak bizonyos változtatások szüksége­
sek, melyek a kísérlet specziális nehézségéből erednek. Ha u. i. a 
gőz a hűtőedényben lecsapódik, a kalorimeter nemcsak azon mele­
get mutatja meg, melyet a gőz a lecsapódás hőmérsékletéig kiad, 
hanem még azt is, melyet a gőz folyósodása alatt kiad s a melyet 
a folyadék kiad, midőn a lecsapódás hőmérsékletéről a kalorimeter 
hőmérsékletére hül le. Ezen nehézséget teljesen csak W ie d e m a n n  
hárította el, midőn a hűtőedény erős kiszivattyúzásával elérte, 
hogy a gőz a kalorimeterben lecsapódás nélkül átment.1
A cv direkt meghatározása csak az újabb időkben sikerült JoLY-nak 
a gőzkalorimeterrel (Vili. k. 40:2. lap); az elterjedtebb mód abban áll,
hogy a -f- — k viszonyt határozzuk meg kísérletileg s ebből szá-Cv
mítás útján c„-t. A k meghatározására szolgáló módszerek alap­
elvei : a hang sebessége (Kundt), az adiabatikus kiterjedés (Clement 
és Désormes) ismeretesek.
A folyékony és szilárd testek fajmelegét a kalorimetrikus eljá­
rásokkal szokták meghatározni: vagy a keverési eljárással, vagy 
az újabb jégolvasztási módszerre]; a kihűlés eljárása pontosság- 
tekintetében a másik kettő mögött marad.
Lássuk most a kísérleti eredményeket:
A fajmelegnek a hőmérséklettel való összefüggésére nézve a 
kísérletek mind a három halmazállapotra azt mondják, hogy a 
fajmeleg a hőmérséklettel növekszik. A szilárd testeknél ezt már 
a régi kutatások megállapították.2 3*Behm szerint ez az összefüggés 
a fémeknél az igen alacsony hőmérsékleteken is fennáll.8 A meg­
vizsgált fémeknél +100°-tól — 186°-ig haladva, a fajhő nagy 
mértékben csökkent; pl. a fajhő :
1 Wied. Ann. II, pag. 195; 1877.
2 Dulong-Petit, Schweigger Journ. XXV, pag. 319; 1819.
3 Wied. Ann. LXVI, pag. 237; 1898.
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186° G. on 0-071G 
0-0743 
0-0721.
Cw-nál +100° C.-on 0-094, — 
Ni 0-109,
Fe 0-113,
A fajhő változását a hőmérséklettel graphikusan ábrázolva, úgy 
látszik, hogy az abszolút zérusfokon a fajhő is zérus lenne, a mely 
gyanítást még majd kisérletileg is meg kell vizsgálni. Folyadékok­
nál az első kísérletek ellentmondó eredményeket adtak, míg Reg- 
nault a kérdést a mondott értelemben eldöntötte.1 A légnemű 
testeknél cp-re W iedemann kutatásai döntötték el végleg a kérdést; 2 34*
0,,-re nézve pedig Winkelmann 8 és Wüllner 4 kísérleteit említjük.
Az általános tendenczia tehát, hogy a hőmérséklet növekedésé­
vel a fajhő is növekszik; a mint azonban a test valami állapot- 
változáshoz közeledik, változás áll be a fajhő viselkedésében is.
A légnemű testekre nézve Wiedemann, W inkelmann és W üllner 
kisérleteiből azt a következtetést vonhatjuk, hogy a faj meleg vál­
tozása általában a kritikus pontjuktól távol levő testeknél kisebb, 
mint azoknál, melyek a kritikus ponthoz közelebb vannak. így pl. 
W iedemann a levegőnél, hydrogénnél és szénoxydnál 0—200° köz­
ben a fajhőben semmi változást sem észlelt; a többi megvizsgált 
test fajhőjének °/o-os növekedése ezen intervallumban:
ammóniák _ 
széndioxyd 
nitrogénoxydul 
aethylén .... ._
12-38o/o d  =  130° körül
22- 280/a # = 3 1 °  «
23- 15o/o d  =  32° «
49-OSo/o # = 1 0 °  «
Ugyanilyen a változás ty-re 0— 100° közben Wiedemann és W in- 
kelmánn szerint.
Igen fontos e tekintetben de Heen kísérlete,6 mely a folyadékok 
fajhőjét vizsgálta meg a kihűlés módszere szerint a kritikus hő-
1 Mém. de l’inst. XXVI; 1862.
2 Wied. Ann. II, pag. 195; 1877.
3 Pogg. Ann. CLIX, pag. 177 ; 1873.
4 Wied. Ann. IV, pag. 321; 1878.
r> Beibl. XII, pag. 650; 1888.
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mérsékletig. Az eredmény az, hogy a fajhő a kritikus hőmérsék­
lethez való közeledéskor hirtelen csökkent. Közlőit számadatai 
következők:
aether t =  180° C.
185
c =  1-041 | 
0-547 1 » =
oO.G'l1©
amyJen l =  170° G. 
175
c =  1-500 | 
0-773 f » = 201° C.
sethylbromid t =  215° G. 
220
c =  0-852 | 
0-223 j 220° C.
Ugyanilyen viselkedést mutat a telített gőz fajmelege: a hőmér­
séklettel együtt növekszik, ezen növekedés azonban mindig kisebb 
lesz magasabb hőmérsékleteknél, a kritikus pont közelében pedig 
a fajhő a hőmérséklet emelkedésekor csökken.1
A szilárd testeknél először Pionchon kísérletei mutattak a fajhő 
növekedésének megváltozására.'2 3A vas fajhője igen gyorsan nőtt 
a hőmérséklettel együtt, de 700° körül csökkenés állt be; nikkel­
nél 300—400° körül, kobaltnál 900° körül jelentkezik a csökke­
nés. R egnault és Weber kísérletei pedig arra mutatnak, hogy a 
fajhő szorosan összefügg a test struktúrájával; az olvadt kén és 
kristályos kén fajheve különböző;8 a szén fajheve más, ha gyé­
mánt, más, ha graphit állapotban fordul elő.4 *
A fajhőnek a hőmérséklettel való együttes növekedésénél tehát, 
úgy látszik, mindegyik halmazállapotban egy maximális érték lép 
föl s a halmazállapotváltozáshoz közeledve, már csökken a fajhő a 
hőmérséklet növekedésével.
A fajhőnek és a, nyomásnak összefüggését a légnemű testeknél 
(széndioxyd), Amagat vizsgálta meg,6 a ki Joly kísérleti adatai 
alapján 6 végezte számításait. Midőn a hőmérséklet és a nyomás
1 Mathias, Journ. phys. (2) IX, pag. 449; 1890.
2 C. R. CII, pag. 1122; 1886.
3 R egnault, Pogg. Ann. L I ; 1840.
4 W eber, Pogg. Ann. CLIV; 1875.
3 G. R. CXXI, pag. 863; 1895.
* Journ. phys. (2), X. pag. 421; 1891.
1 0 *
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együtt növekedett, mindkét fajhőnél csökkenés mutatkozott, k 
előbb nőtt, azután csökkent; állandó hőmérsékleteknél a nyomás 
emelkedésével növekedett a fajhő, így k is nőtt. Joly szerint a 
sűrűség növekedésekor a levegő és széndioxyd fajheve nő; a hydro- 
géné csökken, a mi, a nyomásváltozásra vonatkoztatva a dolgot, 
a széndioxydra ugyanazt mondja. A hydrogén ellenkezően visel­
kedik.
Megemlítünk itt két kivételt a folyékony testek esetében. 
A higany fajmelege u. i. a hőmérséklet emelkedésekor csökken, 
a mint azt először W i n k e l m a n n  állapította meg; 1 a víz fajmelegé­
nek görbéje pedig maximumokat és minimumokat tüntet föl; erre 
nézve a döntő kísérletet csak az újabb időkben tette meg V e l t e n .'2
Az ötvények fajmelege az alkotórészekéből a :
C(Pi+Pi+ ■■■)= CiPi+CiPi+ ■ ■ ■
formula alapján kiszámítható, a hol c a fajmeleg, p  az alkotórész 
súlya.3 Keverékekné\ már nem mindig alkalmazható az eljárás, 
oldatok esetében pedig egyáltalában nem ismerünk ily általános 
összefüggést.
A  fajmelegnek és a kritikus állandóknak összefüggésére N a d e j -  
d i n e  állított fel szabályt, mely a megvizsgált esetekben a kísérleti 
eredményekkel jól megegyezett.4 Két folyadéknál korrespondeáló 
állapotokat tételezve fel, a fajmelegek (k és k') úgy aránylanak, 
mint az elgőzítési melegek (r és r') és a kritikus nyomások (pk és 
p'k) recziprok értékeinek szorzatai:
/,: : k' =  rp'k : r’pk.
Kísérleti és elméleti eredményei:
1 Pogg. Ann. CL1X ; 1876.
- Wied. Ann. XXI, pag. 45; 1884.
3 Regnault, Pogg. Ann. L ili; 1841.
4 Beibl. XI, pag. 109; 1885.
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fajhő 0°-nál kísérlet
aceton __
szénchlorid . 
benzin
aethyaether.... 
széndisulfid.... 
chloroform
számítás szerint
0-497 0-529
0-230 0-235
0-2379 0-2324
0-202 0-198
0-429 0-436
0-488 0-506.
VY)'h
A felírt összefüggésből: k — k' —^  , tehát a fajhő a kritikus
hőmérsékleten, a hol r — 0, m aga is zérus, a mi úgy az elm életi 
megfontolásokkal, mint az em lített kísérleti eredményekkel m eg­
egyezik.
A kapilláris jelenségek a XVII. században kezdték a physikuso- 
kat foglalkoztatni s a kutatások mindjárt az első időkben lényeges 
eredményekkel jártak. B o r e l l i  (1670) megállapította, hogy a folya­
dék emelkedésének magassága fordítva arányos a cső átm érőjével; 
a vizen úszó testek közt jelentkező vonzásokat a felületi feszült­
séggel magyarázta. Fontos lépést képeznek itt Y oung  vizsgálatai, 
ki megállapítja, hogy a kapilláris jelenségek a felületi feszültségre 
vezethetők v issza; tárgyalásainak kiinduló pontja azon elv, hogy 
minden folyadék felülete bizonyos feszültségi állapotban van, a 
mely feszültség tendencziája, hogy a felület felszínét a minimumra 
redukálja; ezen feszültségből s a folyadékra h ató  többi erőkből 
megállapítja a felület alakját s a niveaukülönbséget.
A tüneménykor elm életét azután nagyban fejlesztették Laplace, 
Poisson és Gauss. Meg volt tehát állapítva a felületi feszültség- 
fontos szerepe; az elméleti kutatások erre nézve a következő kép­
letet adták: ha a felületi feszültség f, a folyadék sűrűsége s, telített 
gőzének sűrűsége a, a nehézségi gyorsulás g, a2 pedig egy pozitív 
állandó, akkor:
22. §. A kapillaritás jelensége.
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A kísérleti kutatások legfontosabb feladata a felületi feszültség 
meghatározása volt. A legelső meghatározások alapelve a kapillá­
ris emelkedés megfigyelése volt; később egy másik eljárás merült 
föl, mely szerint egy horizontális lapon, melyet az illető folyadék 
nem nedvesít meg, nagy csöppet alakítunk a folyadékból; ezen 
csöpp alakjából elméleti számítások adják meg a felületi feszült­
séget.
Az újabb kutatások közül azt ismertetjük meg, melyet br. E ötvös 
L oránd használt kapillaritási kutatásainál.1 Lényege ennek abban 
áll, hogy a folyadék felszínére két fényforrásból fénysugarakat 
bocsájtunk, melyek a felszínen reflektálódva, egy kathetometer 
horizontális távcsőjéből megfigyelhető méteres beosztásra esnek. 
A fénysugarak s a felület hajlását, továbbá a reflektált sugarak 
távolságát megmérve, kiszámítható a2 (kapilláris állandó) értéke 
s ennek alapján fis . A módszer megbízhatóságát más kísérletezők 
eredményeivel tett összehasonlításai mutatták.
A felületi feszültségnek s a hőmérsékletnek egymással való 
összefüggéséről már a régebbi kísérletek azt mutatták, hogy a 
kapilláris magasság csökkent a hőmérséklet emelkedésével.2 Az 
újabb kísérletek ezen csökkenést közvetlénül a 2-ről mutatták ki és 
direkt kísérletekkel az is kitűnt, hogy a2 a kritikus hőmérséklet­
nél zérus lesz.3 Hogy a felületi feszültség a kritikus hőmérsékleten, 
melyen tehát elfogadott értelmezésünk szerint a folyadéknak s 
telített gőzének sűrűsége egyenlő lesz, zérus, az a felületi feszült­
ségnek adott defmicziójából következik.
A kapilláris állandóra s ezzel együtt a felületi feszültségre a 
nyomásnak is van befolyása és pedig a nyomás növekedése csök­
kenti ezen két mennyiséget. Ezt az összefüggést újabban K undt 
vizsgálta m eg ; 4 megállapította a kapilláris állandó csökkenését, 
midőn a folyadék fölé valami gázt szivattyúzott s ezzel a folyadékra 
ható nyomást növelte. A csökkenés a gáznemtől függött; a megvizs-
1 Műegyetemi Lapok; 1875. — Wied. Ann. XXVII, pag. 448 ; 1886.
2 Frankenheim és Sondauss ; Brunnes ; 1846.
:i E ötvös, Math, és Term. tu,d. Ért. Ili, pag. 60 ; 1884.
* Béri. Monatsber. 1880; pag. SÍI.
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"ált esetekben a levegőnél nagyobb volt, mint a hydrogénnél; 
továbbá magasabb nyomásoknál egyenlő nyomás növekedésre 
nagyobb, mint alacsonyabb nyomásoknál.
A felületi feszültségről elméleti megfontolásokon alapuló tör­
vényt ad E ötvös, melynek helyességét kísérleti úton igazolta.* 
A tétel végső fogalmazásban azt mondja, hogy a molekuláris felü­
leti energia változása arányos az abszolút hőmérséklettel. A felületi 
feszültségre a belőle következő összefüggés így fejezhető k i: ha f  
és /j két folyadék felületi feszültsége, p  és p 1 telített gőzeinek 
nyomása, T  és 7j abszolút hőmérséklete, akkor:
_  jP T f 
f f  -  p\T, •
A kísérleti adatok szerint a felületi energia növekedésének 
hőmérsékleti koefficziense 0-227 állandó szám, kivéve a vizet, 
alkoholt és zsírsavat; ezeknél a koefticziens a hőmérséklettel együtt 
növekszik, úgy, hogy a kritikus hőmérséklet közelében eléri a 
theoretikus értéket. Megjegyezzük, hogy T  és 7j megfelelő hőmér­
sékletek.
23. §. Hővezetés és hősugárzás.
A hővezetés kísérleti meghatározására szolgáló módszerek alap­
elve következő: a test egyik részével állandó meleget közlünk s 
megfigyeljük a többi részén a hőmérséklet változását; elméleti 
megfontolások szerint, ha valamely testben egymástól p  távol­
ságra két parallel síkmetszést teszek, a metszet felszíne /', a két 
sík hőmérsékletei d és &', a megfigyelés ideje t, akkor a test 
keresztmetszetén ezen idő alatt áthaladt melegmennyiség:
Q =  kf
P
t;
a k faktor neve: hővezetési együttható. Megkülönböztetésül azon 
esettől, midőn két test érintkező felületén történő hőátmeneteiről
* Math, és Termt. Ért. IV; 1885. — Wied. Ann. XX.Y1I, pag. 448; 1886.
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van szó, k-1 belső hővezetési együtthatónak nevezték e l; az utóbbi 
proezessus a külső hővezetés. Mi a belső hővezetésre leszünk tekin­
tettel.
A hővezetési együttható a különböző halmazállapotokban álta­
lában nő a hőmérséklettel együtt. A légnemű testeknél a kutatások 
egyértelműen azt mutatták, hogy a sűrűségnek a hővezetőképes­
ségre nincs befolyása s a látszólagos befolyások a hőáramlástól 
származnak.1 A folyadékok hővezetésére csak az űjabb időkből 
van pontos kísérletünk. H. F. W eber számos folyadéknál azt 
találta, hogy a hővezetési együttható arányos az egyenlő térfogatra 
vonatkoztatott fajhővel, tehát az egyenlő tömegre vonatkoztatott 
fajhővel is, melyet mi egyszerűen fajhőnek neveztünk; u. i. ha a 
fajhőt megszorozzuk a sűrűséggel, megkapjuk az egyenlő térfogatra 
vonatkoztatott fajhőt. A szilárd testeknél különösen a fémek estek 
behatóbb vizsgálat alá; itt az tűnt ki, hogy vannak testek, melyek­
nél a hővezetési együttható a hőmérséklettel együtt nő (vörösréz, 
sárgaréz, aluminium, újezüst), melyeknél csökken (cadmium, vas, 
ón, ólom, antimon, bismuth), míg a magnesiumnál állandó marad.2 3
A többi szilárd testeknél nem vizsgálták még meg behatóbban a 
hőmérséklettel való összefüggést; az egy-két idevonatkozó adat­
ból, úgy látszik, hogy legalább egyeseknél növekszik a hővezetési 
együttható a hőmérséklettel.
A halmazállapotváltozásra csak Barus kísérlete terjeszkedett 
ki,8 a ki a thymolnál hirtelen növekedést észlelt a hővezetésben, 
midőn az a folyékony állapotból a szilárdba megy át; a növekvés 
körülbelül 13% volt. Valószínűleg ilyen változás történhetik, 
midőn a légnemű test folyékony állapotba megy át, mivel a lég­
nemű testek rosszabb hővezetők, mint a folyadékok; erre nézve 
azonban direkt kísérleti eredményeink nincsenek.
Hősugárzás áll be, ha egy test alacsonyabb hőmérsékletű kör­
nyezetben van, mikor is hőmérséklete folyton alább száll, míg a
1 Graetz, W í n k e l m a n n . ScHLEiERMACHEK, Wied. Ann. XIV; 1881. XIX; 
1883. XXIX; 1886. XXXIV; 1888.
2 Lorenz, Wied. Ann. XIII, pag. 422 ; 1881.
3 W inkelmann, Physik II. 2, pag. 309.
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környezetével nem lesz egyenlő. A kísérleti eljárások a hőmérséklet 
változásának megfigyelésén alapulnak. Itt különösen a testek hő- 
átbocsáj tök épessége s a sugárzás intensitása érdekel bennünket.
A légnemű testeknél különösen Tyndall tett sok kísérletet; 1 
főeredményei: gázoknál igen kis sűrűség esetében az abszorpczió 
arányos a sűrűséggel, a sűrűség növekedésével ezen arányosság 
eltűnik; minél nagyobb a hőforrás hőmérséklete, annál nagyobb 
az átbocsájtó képesség. Hoorweg kísérletei szerint a gőzök abszorp- 
czióképessége nő a hőmérséklettel együtt.2 3
A folyékony és szilárd testeknél az átbocsájtó képesség nő, ha 
az illető test hőmérséklete nő s akkor is, ha a hőforrás hőmérsék­
lete nő.
A mi a sugárzás intensitásának a hőmérséklettől való összefüg­
gését illeti, ide igtatjuk chronologikus sorrendben a három tapasz­
talati képletet. Dulong és Petit szerint: Q — máé, Q a meleg­
mennyiség, melyet a testfelület egysége mp-ként t° hőmérsékleten 
kibocsájt, a — P0077 minden testnél, m  a testre jellemző állandó.8 
Stefan szerint: Q =  w T ,4 T  az abszolút hőmérséklet,4 Weber 
szerint Q =  mTeaT, a =  00043 minden testre.8
A kísérleti kutatások általában azt mutatják, hogy Stefan for­
mulája felel meg legjobban a tapasztalatnak; ezen összefüggést 
B o l t z m a n n 6 elméleti úton is megokolta.
24. §. A testek elektromos tulajdonságai.
E paragrafusban a dielektromos állandók, az elektromos vezető- 
képesség s a hőelektromos hatások fognak szóba kerülni.
A dielektromos állandók kifejezik a szigetelő réteg befolyását 
az elektromos sűrítők kapaczitására: kísérleti meghatározásuk
1 Phil. Trans. 1864. — Phil. Mag. 1862; 1863; 1882.
2 Pogg. Ann. CLV, pag. 385; 1874.
3 Ann. eh. ph. VII, pag. 225; 1S18.
4 Wien. Ber. LXXIX. (2), pag. 391; 1879.
6 Béri. Akad. 1888; pag. 565.
6 Wied. Ann. XXII, pag. 291; 1894.
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alapja, hogy megmérjük a potencziált a sűrítő belső (F) és külső
V— V
falán (F') s akkor ezen állandó D =  .,, . Ezen állandókat a
V
gázoknál először Boltzmann határozta meg (1873); az ő kísér­
leteiből tűnt ki először, hogy a dielektromos állandók különböznek 
az egyes gáznemek szerint és hogy ugyanazon gáznál a nyomással 
együtt nőnek ; tehát tulajdonképen nem állandók. A  folyadékok­
nál a régibb kísérletek szerint D növekszik a hőmérséklettel,1 
újabban azonban Negreano azt mutatta ki,2 3hogy csökken. A szi­
lárd testek közül a kristályokat vették behatóbb kutatás alá s azt 
találták, hogy D a különböző irányokban más.8
Az elektromos ellenállás, mint kimutatták, egyenesen arányos 
a vezető hosszúságával és fordítva arányos a keresztmetszetével; 
az arányossági tényező a fajlagos ellenállás, melynek recziprok 
értékét nevezik fajlagos vezetőképességnek. Az ellenállás s ebből a 
vezetőképesség is, az ismeretes Wheatstone híddal mérhető meg.
A vezetőképesség a légnemű és folyékony testeknél a hőmér­
séklettel együtt növekszik. A légnemű testekre ezt először Blondlot 
állapította meg4 s ezzel együtt azt is, hogy a vezetőképesség a 
ritkítás növekedésével is nőtt; az eredményeket újabban Blondlot 
kutatásai is megerősítették.5 Az ellenállás tehát csökken, ha a hő­
mérséklet s a ritkítás nagyobbodnak. Az ellenállás csökkenése s igy 
a vezetőképesség növekedése a ritkításnál csak egy bizonyos határig 
ta rt; ha a ritkítás igen nagy, már igen nagynak kell lennie az elek­
tromos feszültségnek, hogy vezetés legyen; ekkor állnak be a kathód 
jelenségek. Hogy a légül es térben létesülhetnek-e elektromos 
jelenségek, még biztosan nem tudjuk; úgy látszik azonban, hogy 
a teljes vákuum is vezeti az elektromosságot.6 A folyékony testekre 
nézve Kohlrausch állapította meg,7 hogy magasabb hőmérsék­
1 fa laz ; 1859. Gassie; 1859.
- Beibl. XVI, pag. 369; 1892.
3 Root; 1876.
* Ann. eh. p h .; 1853.
5 C. R. XG1I; 1881.
0 W inkelmann, Physik 111. 1, pag. 330.
7 Wied. Arm. VI; 1879.
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leteknél nagyobb a vezetőképességük, de ez a növekedés a hőmér­
séklettel annál lasabban történik, minél jobb vezető a test, úgy 
hogy magas hőmérsékleteknél a különbségek az egyes testek között 
eltűnnek. A szilárd testeknél a tiszta fémekre Arndtsen (1858) 
állapította meg először, hogy a vezetőképesség a hőmérséklet 
növekedésével csökken. Ez az összefüggés igen magas hőmérsék­
leteknél is érvényes.
Újabb időkben nagyfontosságú eredményeket adtak az igen 
alacsony hőmérsékleteknél végzett kísérletek. Cailletet és Bouty * 
— 123° C.-ig megvizsgálták több tiszta fém elektromos ellenállásá­
nak változását s azt találták, hogy ez a hőmérséklet csökkenésekor 
erősen kisebbedik. Még alacsonyabb hőmérsékletekre terjeszkedett 
ki Wroblewski ; ** a vörösréz ellenállását vizsgálta meg +100° C. 
és —201 ° G. (kb. a nitrogén fagyáspontja) között; a 7. ábrán bemu­
tatott (VIII. k. 308.1.) készüléket használta. A folyósítási edénybe (r) 
teljesen isolálva két vörösrézdrótot dugott úgy, hogy ezek folyé­
kony nitrogénbe merültek s először megvizsgálta a folyékony nitro­
gén vezetőképességét; a testet teljes isolátornak találta. Most a 
megvizsgálandó rézdrótot igen vékony üvegcsövecskére csavarta 
s két végével az említett drótok végeihez forrasztotta. Kísérletei­
ből egyes számadatokat a következő táblázat ad :
I. II.
+  100' C., ellenállás == 5*174 t— +  25° C., ellenállás =  19-262
0 3-164 0 17-489
-1 0 3 2 073 103 9-769
-1 4 6 1-360 -1 4 6 6-738
-1 9 3 0-580 -1 9 3 2-754
- 2 0 0 0-414 — 201 1-655
Az ellenállás tehát gyorsabban csökken, mint a hőmérséklet és 
igen mély hőmérsékleteknél 0 felé közeledik.
Ezen eredményt megerősítették és több irányban kiterjesztették
* C. R. C, pag. 1888; 1885.
** Wied. Ann. XXVI, pag. 27 ; 1885.
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Dewar, Liveing és Fleming kísérletei, melyekkel az ellenállások 
változását + 100°-tól — 197°-ig vizsgálták; a megvizsgált testek 
drótalakban folyékony oxygén fürdőbe merültek, a mely test, 
hasonlóan a folyékony nitrogénhez, igen jó isolátor. A főbb ered­
mények itt következnek.
Tiszta fémeknél az ellenállás igen alacsony hőmérsékletnél igen 
kicsiny; pl. a tiszta vas ellenállása — 197° G.-nál s-s-a a +100°- 
nál jelentkező ellenállásnak, réznél n-e. Ha a viszonyokat geo­
metriailag tűntetjük föl, abscissáknak az abszolút hőmérsékleteket 
ordinátáknak a fajlagos ellenállásokat választva, az ellenállás 
görbéjének meghosszabbítása az abszolút nullaponton megy keresz­
tül, tehát itt az ellenállás 0  és a tiszta femek tökéletes elektromos 
vezetőkké válnak.1 A görbék alakjaiban három typus különböz­
tethető m eg: az abscissa tengelyhez konkav (Fe, Ni, Sn, Cu), az 
abscissa tengelyhez konvex alakúak (Au, Pt, Pd, Ag) ; az alumi­
nium megfelelő vonala egyenes.2 3
Az ötvényeknél az ellenállás görbéje közelítőleg egyenes, ha az 
alkotó részek igen különbözők (Pl—Ag, platinoid, újezüst); ha 
az alkotó részeknek chemiai szerkezete hasonló, a görbék mere- 
dekebbek; azonban a meghosszabbításban sohasem haladnak az 
abszolút zérusponton keresztül.8
Szénnek és minden isolátornak elektromos ellenállása növeke­
dik a hőmérséklet csökkenésével.4 *
Ezen kutatásokból még azon érdekes eredmény is adódott, hogy 
a folyékony oxygén és nitrogén, továbbá, mint Dewar még kimu­
tatta, a folyékony levegő is, teljes isolátor.
A fémek elektromos vezetőképességét összehasonlították a hő­
vezetőképességgel ; Wiedemann és Franz 6 azt találták, hogy a két 
vezetőképesség aránya állandó. Az újabb kutatások ezen ered­
1 Dew ar-Fleming, tíeibl. XVI, pag. 214; 1893. — Dew ar-L iveing, Beibl 
XX, pag. 208, 994; 1890.
2 Beibl. XVI, pag. 214; 1893.
3 Beibl. XVI, pag. 214; 1893. — Fleming, Beibl. XX, pag. 886; 1897.
4 Beibl. XVI, pag. 214; 1893. XX, pag. 886; 1897.
3 Pogg. Ann. 1853; 1855; 1859.
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ményt kétségessé te tték ; Weber szerint1 a két hővezetőképesség 
aránya arányosan változik a fajhővel; Kirchhoff és Hansemann 2 
ismét állandónak tapasztalták az arányt, csak a vasnál tapasztal­
tak kivételt. A kérdés tehát még eldöntetlen.
Igen fontosak azon kutatások, melyek a halmazállapotválto­
zásra vonatkoznak. A fagyásnál, illetőleg az olvadásnál igen nagy 
mértékű a változás, de a változás természete különböző. így 
Kohlrausch szerint3 bróm- és chlórezüst ellenállása a megszilár­
dulásnál igen gyorsan és erősen növekedik; jódezüsté ellen­
ben változást csak azon hőmérsékletnél mutat, melynél amorph 
állapotból kristályosba megy át, tehát ismét szerkezeti változást 
szenved.
A kén is megolvasztva 40-szer jobban vezet, mint előbb,4 az 
ólom és ón pedig a szilárd állapotban vezet jobban.5 A higanynál 
is ez az eset jelentkezik.6
A kritikus hőmérsékletre Bartoli terjeszkedett k i ; 7 a benzolt, 
íethyloxydul és a methylalkoholt vizsgálta meg s egyértelműen azt 
találta, hogy a kritikus hőmérsékleten felül rosszabb a vezető- 
képesség ; benzol teljesen elveszti vezetőképességét, aethyloxyd a 
kritikus hőmérsékletig rosszul vezet, azonfelül épen nem, methyl- 
alkohol a kritikus hőmérsékletig jól vezet, azontúl nem.
Az eredményeket teljes fontosságukban még nem méltányol­
hatjuk ; itt is szükségesek volnának kísérletek, melyek egy testnél 
követnék az ellenállás, illetve vezetőképesség változását a külön­
böző fázisokon át. Csak megemlítjük, hogy előzetes kísérletek 
úgy mutatják, mintha a folyadék és telített gőzének elektromos 
vezetőképessége analog magatartást mutatna a sűrűség változásá­
val (VIII. k. 323. lap).
1 Béri. Monatsber. 1880; pag. 451).
2 Wied. Ann. XIII, pag. 417; 1881.
3 Wied. Ann. XVII, pag. 642; 1882.
J Foussereau, C. R. XGVI1; 1883.
5 R amy és Clarkson, Beibl. XI, 1886.
6 Dew a r , Beibi. XX, pag. 994; 1896.
7 Beibl. XI, pag. 160; 1886.
A hőelektromos tünemények is jelentékeny változásokat mutat­
nak a hőmérséklettel. A PEi/riER-hatás változása a hőmérséklettel 
általában ugyanaz, mint az ellenállásé; ha a hőmérséklet nő, a 
Peltier-hatás is nő, igen alacsony hőmérsékleteknél pedig Dewar 
kutatásai szerint,* a JouLE-hatással együtt a zérus felé konvergál.
Péch Aladár.
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* Chem. News LXXI, pag. 192; 1895.
MEGOLDOTT FELADATOK.
Harmadik megoldás Tőtössy Béla műegyetemi tanár úrtól.
A kúpszeletet oly parameter elosztással borítjuk be, a melynél az A', fí', 
C, D pontoknak rendre a oo, 0, +1, /  parameter értékek felelnek meg-. 
Tudjuk akkor, hogy a /  nem más mint az (A'B'C'D) ketttősviszony szám­
értéke, tehát
(A'B'C'D) — / .
Ha az Aj, X,2, X„, X4 pontoknak parameter-értékei rendre x2, x„, x3, 
xt , akkor tudjuk, hogy az (X1X„XSX4) kettős viszony számértékét az
(^ X X Z J 00^  tZ-nx 2—X ?í ' x2—x A ( 1 )
képlet adja meg. Az A ,, ß,, C, pontok parameter-értékeit rendre a, ß, 
;--val jelölvén, lesz tehát:
(AJi.CJ)) a—y a—/
ß = r : ~ß~r ( 2)
Az a, ß, y meghatározására gondoljuk meg, hogy Alt Bl illetőleg C2 a 
D-nek megfelelői azokban az involucziókban, a melyeknek pólusai A, B, 
illetőleg C kettőspontjai ti', C ; C, A ' ; illetőleg A\ ló, tehát:
(.B'C'DA J  =  — 1, (C'A'DBJ = -  1 és (A'B'DCJ =  — 1.
Ez egyenletek bal oldalaiba az (1) alatti képlet segítségével az A', B', 
C, A,, Blt Cj és D pontok parameter értékeit bevezetvén három egyen­
letet kapunk a melyből rendre az
« —  , / ? = 2  —  X , y = z  —  /
értékeket nyerjük. Ezeket az értékeket a (2) alatti egyenletbe behelyettesít­
vén, a kijelölt alapműveletek elvégzése után azt találjuk, hogy
( A J i^ D ) - ) . ,
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és hogy  
tehát
(A’B 'C 'D )=(A1Bl ClD), 
A'B'C'D J ^ A ß f iJ ) .
*
Negyedik megohlás Kürschdk József műegyetemi tanár úrtól.
1. Ha két háromszög, ABC és A'B'C1, valamely K kúpszeletre vonat­
kozólag egymásnak polárháromszöge, és csúcsaiknak projekczióit K tet­
szőleges D pontjából K-ra Ax, B,, ill. AJ. BJ, CJ-vei jelöljük, akkor
( A ^ C ^ J i A J B J C J D ) .
E nnek bebizonyításánál jelöljük az egyes pontoknak K-ra vonatkozó  
polárisait a m egfelelő kis betűk kel. Akkor
(AJÍJD) 7 \ (AB, BD, TTD, d) f\ (ad, bd, cd, D)
s ha a cí-n nyert pontsort C  =  ab pontból c =  A'B' egyenesre vetítjük :
(A jf ijC jf l)  J\ (B'A’cdM),
hol M =  ( CJDA'B'). Végre vetítsük a c-n  nyert pontsort /_>-hol A'-ra, akkor 
( A ^ D ) J ( B J A J D C J ) ;
s innen valóban
(AXBXCXD) A (AJBJCJD).
2. Ha ABCaK  körülírt három szög, akkor At =  AJ, B, =  BJ, Cx =  CJ 
az ABC oldalainak érintéspontjai, s az im én t bebizonyított téte l a m eg­
oldandó feladatban kim ondott tételbe m egy át.
*
Ötödik megoldás Csillag Vilmos műegyetemi tanársegéd úrtól.
Jelöljük a kúpszelet D pontjabeli érintőjét DD-ve 1 és a (BC, CA, AB, DB) 
teljes négyoldal diagonálhárom szögének szögpontjait A”, B" C"-\e 1.
Mint a kúpszelet köré írt négyoldal tulajdonságaiból ism eretes, a DA', 
DB' ill. DC  érintési húrok az A", B" ill. C" diagonálpontokon mennek 
keresztül. (BmANCHON-féle tétel alkalmazása.) Vagyis
(D-A1, B', C') =  {D A", B", C").
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Továbbá az (ABC) és (A"B"C") perspektiv helyzetű háromszögek 
czenlrális kollineácziót határoznak meg, melynek DD a tengelye. A kol- 
lineár vonatkozásban pedig a megfelelő elemquadruplumok kettős viszo­
nyai egyenlők lévén, jelesen
(.D-A'B'C'D) =  (D-A"B"C"D)j\ (D'ABCD) =  (D A.B ^D ),
vagy rövidebben írva
(A'B'C'D)~f((AlBl C1D).
*
Hatodik megoldás Privorszky Alajos főreáliskolai tanár úrtól
Aradon.
Ha a sík pontjai és egyenesei közt oly vonatkozást létesítünk, hogy a 
háromszög A, B, C szögpontjainak a szemközt fekvő a, b, c oldalak és 
viszont a BC =  a, CA= b, AB =  c oldalaknak a velők szemközt fekvő 
A, B, C szögpontok felelnek meg, akkor a háromszög oldalainak egyikén 
sem fekvő D ponthoz bármely a háromszög szögpontjain át nem haladó d 
egyenes kapcsolása által, mindig egy egyértelmű polárrecziproczitást álla­
pítunk meg. így a jelen esetben az adott kúpszelet D pontjához, az azon a 
kúpszelethez vont érintőt is kapcsolhatjuk, feltéve, hogy a kúpszelet körül­
írt ABC háromszög szögpontjai és oldalai közt az előbb kimondott össze­
függés fennáll.
Ha most a háromszög a, b, c oldalainak d érintővel való metszéspontjait 
A0, B0, C0 betűkkel, D és az A, B, C pontokat összekötő egyeneseket sor­
ban ax, blt c1 betűkkel jelöljük, a fennálló polárrecziproczitás folytán
(a1b1c1d)j\ (AaB0C0D).
De hasonlóképen polárrecziproczitást létesítünk úgy is, hogy az A', B', 
C, D érintési pontok megfelelő egyeneseinek az a, b, c, d érintőket tekint­
jük. Ekkor az A', B \ C  pontok D-vel való összekötő egyeneseit a', b\ 
c'-vel jelölve,
(a'b'c'd J ( A 0B0C0D),
tehát
(«jhjCjíi) 7\ (a'b'c'd).
Mivel pedig
(alblc1d )J (A lB1C1D)
és
(a'b'c'd) 7\ (A'B'C'D),
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azért
(A fifiJ ))  A (A'B'C'D).
Ezzel a bizonyítás megtörtént.
*
Hetedik megoldás Kwrschák József műegyetemi tanár úrtól.
1. Iía két háromszög -  ARC és A'B'C valamely k kúpszeletre vo­
natkozólag egymásnak polárháromszöge, D pedig a síknak egy tetsző­
leges pontja, akkor az ugyanazon D sorozón levő
D(A, B, C, . . .)~f\ D [A'B’C '. . .)
projektiv sugársorok kettős elemei k-ra vonatkozólag konjugált egye­
nesek.
Ha D valamelyik háromszögnek egyik oldalára esik, akkor közvetet- 
lenül belátható, hogy oly parabolikus projektiv sugársorokkal van dol­
gunk, melyeknek kettős elemeit az illető oldal s k-ra vonatkozólag neki 
konjugált egyenes képezik. Minden más esetben a tétel ánalitikailag a 
következő módon igazolható.
Ha a koordinátarendszert alkalmasan választjuk, k egyenlete pont- 
koordináták, illetőleg vonalkoordinátákban:
as? -f x \ +  as? =  0, u l +  u l -f  m|  =  0 .
Továbbá az
A =  (a1, at , a3), B =  (blt bt , bB), C =  (c,, c2, c„), D =  (d,, da, d8)
pontok koordinátáiból a DA, DB, DC egyenesek egyenletei következőleg 
fejezhetők ki:
U, =  (bed) (adx) =  0, U„ =  (cad) (bdx) =  0 , UB =  (aöd) (cdas) =  0.
Itt az első tényezők a végre vannak az egyenletekhez csatolva, hogy az
ll > h » »3
K.
h, ^3
alakú determinánsokra vonatkozólag ismeretes reláczió értelmében
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DA', DB', DC  eg y en lete i
r x= bx~bd
1 05
 
1 8 II p V, =  —  — Mx _Q y  __
Cd Cd ad ’ 3~~ ad
hol
ax = a1x 1 + «2*2 + «3*3 ad =  ald1 + a,/l,2 +  a.
Itt is
F1 +  F 2 +  V3 =  0.
H a m ost már az
U1 + U J, =  0 +  á f 2 =  o
b,
'  bd
da.
= 0,
sugársorokat úgy vonatkoztatjuk egym ásra, hogy a A u g y a n eg y  értékéhez 
tartozó sugarak fele ljenek  m eg egym ásnak, akkor az első so r  DA, DB, DC 
su garaih oz DA', DB', DC  lesznek a -m ásod ik  sor m eg fe le lő  sugarai a két 
su gársor kettős e lem ein ek  összeszorzott egyen lete
1 7 ,7 , - 1 7 ,^  =  0.
Á m d e
U J , ~  Ü .V ,=  {bed) (adx) ( i í -  —  \  —  (cad) (bdx)
\ C d  d d  J  \  b d  C d  I
C=  {(bed) (adx) 4 - (cad) (bdx) +  (abd) (cdx)} —  —
Cd
—  \{bcd) (adx) —  +  (cad) (bdx) \ x- +  (abd) (cdx) — }
1 «d b d  C d ]
s ha m ég  tekintetbe veszszük  a U-k k özött fennálló azon osságot, akkor a  
szóban  forgó egyenespár egyenlete ily a lak ban  is irható :
(bed) (adx) —-- +  (cad) (bdx) \ x- +  (abd) (cdx) ~  — 0 . ad bd Cd
E z az egyenlet a zo n o s tartozik len n i a  két egyenes
v1x1 +  v2x.2 +  vRx3 =  0 iv1x 1 +  w2x 2 -f wax s =  0
egyen letein ek  szorzatával, tehát egyebek  között benne x l, a%, *3 együtt­
hatói ugyanazok tartoznak lenni m int e b b e n  a szorzatban. A z innen  eredő  
három  egyenlőség ö ssz e g e  :
1 1 1v w -f v2iv2+v3w3 =  (bed) (ada) — +(cad) (bdb) — |- (abd) (ede) — ,ad bd Cd
vagyis
vlwl + vaw.2 + vewa =  0,
m int azt a beb izonyítandó tétel követeli.
2. M időn D a k ú p sze letb en  van, ak kor két rajta k eresztü l m enő egye­
n es csak  úgy lehet fe-ra vonatkozólag k onjugált, ha egyikök  a D pontban
11*
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vont érintő , m elyet D D -v e l akarunk jelö ln i. Ekkor tehát az im én t bebizo­
nyított téte l értelm ében
D (A ,B , C ,D )J D (A ' ,  B \  C, D).
H a m ég  e két sugársort fc-val m etszük é s  arra az esetre  szorítkozunk, 
hogy ABC  a k kúpszelet körülírt h árom szög, éppen a k itű zö tt  feladatban  
kim ondott tételt nyerjük.
AZ OPTIKAI GYŰJTŐ ES SZÓRÓ SZERKEZETEK 
HELYES MEGKÜLÖMBÖZTETÉSÉRÖL*
1. Gömbalakú törőfelületekből alkotott közös tengelyű optikai 
rendszer optikai jellegét a második gyújtó távolság előjeléből szok­
ták megítélni; pozitív előjelből gyűjtő hatásra, negatív előjelből 
szóró hatásra következtetnek. Ez a következtetés azonban úgy az 
igen vastag egyszerű lencsénél, valamint némely lencsékből össze­
állított összetettebb szerkezetnél, hibás.
Bármely összetett rendszernek második gyújtó távolságát (/'') 
kifejezi az ismert képlet
r =  nf*
d
r
p : p ű
I. ábra.
melyben f[ a fényt felfogó első résznek (1) második gyújtó távol­
sága, fi és fó a második rész (2) első illetőleg második gyújtó távol­
sága és d jelenti a második rész első főpontjának (P2) távolságát 
az első rész második főpontjától (Pl), a mint az 1. ábrában ki van 
jelölve. Minden távolság pozitív, ha az illető főponttól számítva a
* Előadatott a Math. Phys. Társulat f. évi márczius 22-iki ülésén.
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fény haladási irányába esik, az ellenkező helyzetben negativ. Egyet­
len lencsénél d jelenti a lencse vastagságát a tengelyben s itt d 
mindig pozitív jelű.
Egyetlen gömbalakú törőfelület, valamint vékony lencse, gyűjtő 
vagy szóró, a szerint a mint a második gyújtó távolság pozitív vagy 
negativ előjelű.
Hogy ne kelljen kétféle gyújtó távolságra ügyelnünk, az ismert
Nösszefüggés alapján írhatjuk f2— — -y r fí ,  ha N  ill. AT' alatt értjük
a közeg abszolút fénytörési együtthatóját a második rész előtt és 
utána.
f l  f í . f U L
1 N  N  ’
f r f í + f l - d
és ha emlékezetünkbe vesszük, hogy képletünkben csak második 
gyújtó távolság fordul elő, elhagyhatjuk a vesszőket és írhatjuk
f  = N
N
A £ _
t f i + f i —d
I)
Midőn a szerkezet második része levegővel van körülvéve, 
N '= N ,  tehát
fi ft
f t+ f i—d
II)
Bikonvex lencse.
2. Foglalkozzunk először a kétszer domború lencsével, melynél 
mindkét felület a gyűjtő rendszer természetével bir, melynél tehát 
/i f i  pozitív előjele miatt I) képletben az előjelek változatlanul 
megmaradnak. A lencse gyújtó távolsága tehát
f=Q co a szerint, a mint f2+ / j  =  d.
Az eddigi felfogás szerint a lencse az első esetben gyűjtő, az
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utolsóban szóró lenne, a m i azonban igen  vastag lencsénél hely­
telen.
A könnyebb magyarázat végett induljunk ki a teleszkopikus 
beállításból, melynél f= °o .  Ekkor nyilván összeesnek a lencse bel­
sejében fekvő gyűjtőpontok, nevezetesen az első felület második
gyújtópontja F[ (2. ábra) összeesik a második felület első gyújtó­
pontjával / ’2-vel.
Közelítsük az első gömbfelületet (1) a másodikhoz (2), de úgy, 
hogy F[ pont el ne érje a második gömbfelületet, a m int a 3. ábrá­
ban elő van tüntetve, akkor a régi felfogás szerint az előjelből 
Ítélve a lencse gyűjtő lenne, holott kétségtelenül szóró. Mert a kép, 
melyet az első felület a végtelen távolságban lévő tárgyról alkot, 
a m ásodik felülethez a gyújtópontnál (F2) közelebb esik, ez eset­
ben pedig a második felü let mindig képzetes képet alkot. A kilépő 
sugarak irányának megszerkesztésére felvehetjük az / ’2 ponton át­
fektetett gyujtósíknak w pontját, m elyet világítónak tekintve, a be­
2. ábra.
3. ábra.
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lőle kiinduló, a tengelylycl párhuzamos sugarat használjuk; ez a 
lencséből kilépve, F% gyújtópont felé tart. Minthogy a kilépő sugár 
L' párhuzamos az utóbb húzott irányhoz, kétségtelen, hogy a ki­
lépő sugarak, melyek párhuzamosan beeső sugarakból keletkeznek, 
divergensek, hogy tehát valódi képről szó sem lehet. A lencse má­
sodik gyújtópontja a kilépő L' sugár meghosszabbításában F ' 
pontban fekszik, tehát okvetlenül képzetes. Mind a mellett a gyújtó 
távolság pozitiv előjelű. Ugyanis a második fősíknak, melytől a má­
sodik gyújtó távolságot (f) számítjuk, egyik pontját az L  és L  su­
garak metszési pontja p' képezi. Az ábrából kitűnik, hogy a felvett 
esetben a gyújtópont F' a második főponttól, P ' ponttól jobbra 
esik (azaz a fény haladási irányába), az elfogadott megállapodás 
szerint tehát a gyújtótávolság (P 'F '= f) pozitiv jelű.
A szóban forgó esetben, melyben d kisebb a belső gyújtó távol­
ságok összegénél, de nagyobb az első rész gyújtótávolságánál,
/ j+ / i>^>/i
a lencse bizonyos határig a véges távolságban lévő tárgyaknak is 
képzetes képét szolgáltatja. Ugyanis közeledjünk a tárgygyal a vég­
telen távolságból a lencséhez, akkor az első kép mindinkább kö­
zeledik a második gömbfelülethez. A mig a lencse belsejébe esik, 
képzetes képpel van dolgunk, noha a kép fordított állású. A képet 
valódinak tekinthetjük, mihelyt a második gömbfelületbe jut és 
ugyanilyen marad, mialatt az eredeti tárgy a lencse első gyújtó­
síkjához közeledik.
Figyelemre méltó, hogy a virtuális kép átalakulása ugyanolyan 
állású valódi képpé máskép történik, mint az egyszerű törőfelület­
nél, a hol a képtávolság közben végtelenné válik és hogy az átala­
kulás szorosan összefügg egy olyan metszési pontnak az eltűnésé­
vel, melyet a megtört L t sugár a rendszer belsejében a tengelylyel 
képez.
3. Térjünk át arra az esetre, melyben a lencse vastagsága na­
gyobb a belső gyújtó távolságok összegénél,
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Ekkor a végtelen távolságban lévő eredeti tárgynak az a képe?/, 
melyet az első gömbfelület a lencse belsejében előállít, a második 
gömbfelülettől távolabb esik, m int ennek gyújtópontja Fq, a kilépő  
sugaraktól (L') alkotott kép y' tehát szükségkép valódi. De ez a 
kép most rendes állású, mert a második felület visszafordítja az 
első felület alkotta képet. A 4. ábrában a kép helye a szakadozott 
sugarakkal van megszerkesztve.
A gyújtótávolság előjele term észetesen negativ, a mint a képlet 
is kívánja. Ugyanis vegyük szemügyre a tengelylyel párhuzamosan 
érkező L sugarat, mely a lencse belsejében m int Lt sugár F[ gyújtó­
ponton halad át és kilépve m int L  sugár a tengelyt y' kép ta lp ­
pontjában, a lencse második gyújtópontjában (F1) metszi. A m áso­
dik fősík egyik pontja p', az L  és L  irányok metszési helye. 
A gyújtótávolság F'P'—f  negativ jelű, mert P' ponttól balra esik. 
A gyújtótávolság negativ előjele a rendes állású képpel kapcso­
latban, itt is azzal a körülménynyel függ össze, hogy a sugarak a 
szerkezet belsejében metszik a tengelyt, hogy tehát belül valódi 
kép keletkezik.
A végtelenből közeledő tárgy képére hasonló megjegyzések ér­
vényesek, mint az előbb tárgyalt esetben.
4. Hogyha a fény a lencsén ellenkező irányban halad át és ha a 
két gömbfelület külömböző, a lencse optikai hatása általában el­
térő ; lehet a lencse az egyik helyzetben (1) (2) gyűjtő, az ellenke­
zőben (2) (1) szóró. A lencse a végtelenben lévő tárgynak mindkét 
helyzetben fordított állású valódi képét adja, a míg d kisebb, mint
4. ábra.
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a belső gyujtótávolságok közül a kisebbik (legyen ez /j) , szint­
úgy mindkét helyzetben ad rendes állású valódi képet, a m íg d na­
gyobb a belső gyujtótávolságok abszolút értékeinek összegénél, 
ellenben majd gyűjtő, m ajd szóró a közbeeső értékeknél, a mint a 
következő összeállításból kitűnik.
Két g y ű jtő  lencse.
5. Ugyanazok a viszonyok ismétlődnek a két gyűjtő lencséből 
alkotott szerkezeteknél, a milyenek a csillagászati távcső és a mi­
kroszkóp és itt könnyebben szemléltethetjük következtetéseink he­
lyességét kísérleti úton, mint egyetlen igen vastag lencsénél.
Állítsuk a két lencsét először szorosan egym ás mellé és távolít­
suk el őket egymástól fokozatosan, akkor a képeken a következő 
változásokat tapasztaljuk.
A végtelenben képzelt tárgy képe fordított állású valódi, m ind­
addig, míg a második lencsének külső lapját el nem éri. Innen  
kezdve a fordított kép képzetes, míg a rendszer teleszkopikussá 
nem válik. Azontúl a kép mindig rendes állású és valódi. Ezzel 
ellentétben a gyújtótávolság 11) képletből pozitív jelű. míg a  len ­
csék a teleszkopikus helyzetbe nem jutnak (d<  f\-\- f2), az előjelből 
Ítélve tehát a szerkezetnek állandóan gyűjtőnek kellene len n i;
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a teleszkopikus beállításon túl a gyújtótávolság negativ jelű 
a szerkezetnek tehát szórónak kellene lenni; a mint 
láttuk, mindkét következtetés helytelen.
H árom  g y ű jtő len cséb ő l a lkotott szerkezet.
6. A mondottak szerint az eredő rendszer második gyújtótávol­
ságának előjele nem dönti el, gyűjtő vagy szóró rendszerrel van-e 
dolgunk, csupán azzal függ össze, hogy a kép rendes állású-e vagy 
fordított ? Ugyanezt igazolja egy bonyolódottabb esetben a követ­
kező példa.
Állítsunk össze gyűjtőlencsékből közös tengelyű rendszert, oly 
módon, hogy minden következő len cse megfordítsa az előtte álló 
szerkezettől származó képet, mindig valódi képet alkotva.
Kövessük útjában az 5. ábrában előtüntetett, a tengelylyel pár­
huzamosan bevetődő L  sugarat. A fősíkjaival megjelölt első lencse 
(1) F' gyújtósíkban adja a végtelen távolságban képzelt tárgynak 
fordított állású képét yt; ezen rész második fősíkjának egyik pontja  
p \ , az L és L, irányok metszési helye és gyújtótávolsága (P[F') 
pozitív. A két első lencséből alkotott rendszer G' gyújtópontot 
szolgáltatja s az ott keletkező kép rendes állású. Ezen rendszer 
második fősíkjának egyik pontja / á , az L és L 2 sugarak m etszési 
helye. A gyújtótávolság most G'P% s ez negativ jelű, mivel Pá fő­
ponttól balra esik. Hozzávéve a harmadik lencsét, a kép ism ét 
megfordul, a fösík p '3  ponton m egy át és a gyújtótávolság P3 H' p o­
zitív előjelű lesz és így tovább. Fordított állású képnél a gyújtó­
B. ábra.
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távolság mindig pozitív, rendes állású képnél mindig negativ. 
A képek azonban a felvett esetben mind valósak és így világos, 
hogy a gyújtótávolság negativ előjele nem jellemző a képzetes 
gyújtótávolságra és a szóró hatásra.
Konvex-konkav lencse.
7. Térjünk át a domború homorú lencse esetére, melyben a 
domború felület a gyűjtő, a homorú felület a szóró szerepét játsza. 
Az eset ugyanaz, mint egy gyűjtő és egy szóró lencséből álló össze­
tett szerkezetnél, a milyen az achromatikus lencsepár és a Galilei- 
féle távcső esete.
Midőn a gyűjtő rész elül van, az II és II) képletekben / 2 előjelét 
az ellenkezőre kell változtatnunk, mi á lta l:
f  = fif*N
d +  f$~ fi
ill. f  = h h
d + ft—fi
lesz. A szerkezet jellegének eldöntésére elegendő lesz a lencse­
szerkezettel foglalkozni, az eredmény közvetlenül érvényes egyetlen 
megfelelő lencsénél is.
A gyújtótávolság előjelét illetőleg :
oo a szerint, a mint d+ Z á^ /j-
Foglalkozzunk a következő két esettel.
a) Az első esetben legyen /’2> / ’1, a mi az achromatikus lencse­
párnál és a középen vastagabb domború homorú lencsénél fordul 
elő. Igen távol lévő tárgynak a következő képeit tapasztaljuk.
Midőn a két lencse közvetlenül egymás mellett van, a szerkezet 
a gyűjtőlencse túlnyomó hatása miatt gyűjtő lesz. Mialatt a len­
csék egymástól eltávolodnak, a kép mindaddig fordított állású va­
lódi marad, míg a szórólencsének külső lapjával össze nem esik. 
További eltávolításnál a kép virtuálissá válik és mindvégig az ma­
rad, mert a szórólencse az első lencsétől alkotott valódi képet 
azontúl mindig képzetessé alakítja át.
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A rendszer fordított helyzetében a kép mindig valódi, mert a 
szórólencsétől származó kép már d= 0 esetében is a gyűjtőlencse 
gyújtópontján kívül fekszik s ez még fokozódik, ha d a nullától 
eltér.
A képlet a lencsék minden távolságánál pozitív gyújtótávolságot 
szolgáltat, tehát itt is azt találjuk, hogy a gyújtótávolság előjele 
nem  állapítja meg a szerkezet gyűjtő vagy szóró hatását.
b) A  második esetben legyen / ’1> / ‘2, a mi a Galilei-féle táv­
csőnek és a széleken legvastagabb domború-homorú lencsének 
felel meg.
Midőn a két lencse szorosan egymás mellett van, a szerkezet, a 
második lencse túlnyomó hatása miatt, szóró. Mialatt a lencsék
egymástól távolodnak, a párhuzamos sugaraktól származó, a rend­
szerből kilépő sugarak folytonj kevésbbé divergensek lesznek, míg- 
len a teleszkopikus beállításhoz {d=ft—f%) jutunk, melynél a kilépő 
sugarak egymáshoz párhuzamosak. A távolság (d) további növe­
kedése közben a kilépő sugarak konvergensek lesznek, tehát valódi 
kép keletkezik, mindaddig, míg a kép a szórólencsének külső felü­
letébe nem jut. Ezentúl ismét csak képzetes kép fordul elő, noha 
a gyújtótávolság előjele állandóan pozitív marad.
A szerkezet fordított helyzetében közel álló lencsék szintén 
szóró rendszert képeznek, mely azonban d növekedése közben a 
teleszkopikus beállításon túl gyűjtővé válik és az is marad.
Az ellenkező fekvésben mutatkozó eltérő magatartás itt is, a 
többi esetekben is, a fősíkok egyoldalú fekvésével és vándorlásuk-
6. ábra.
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kai függ össze. Erre nézve a 6. és 7. ábrában elő van tüntetve a 
második főpont P  és a második főgyújtópont F' helyzete.
Ezen ábrákat szem előtt tartva, könnyen áttekinthetjük a kö­
vetkező átalakulást.
Mialatt d nullától fí— f# ig  növekszik, a második főpont P' a
6. ábra szerint mindig jobbra es ik ; eleinte a lencsék közelében
van, de mindjobban távolodik, míg d = f t—/^-nél a végtelenbe esik, 
d további növekedése közben P' átcsap a baloldalra és azután 
mindig jobban közeledik a lencsékhez, folyton a beérkező fény 
oldalán maradva. Ugyanakkor, a mikor a főpont -|-oo-ből átcsap 
— oo-be, a képzetes kép is átalakul valódivá.
B ikonkav len cse .
8. Jóval egyszerűbb az eset két szórólencse egyesítésénél, illető­
leg egyetlen kétszer homorú lencsénél, a hol mind a két felület 
szóró hatású. Minthogy az egyes részek külön valódi tárgynak 
csak képzetes képét szolgáltatják, az egyesített rendszer is csak 
szóró lehet.
Á ltalános szabály .
9. Az előadottakból kitűnik, hogy az összetett optikai szerkeze­
tek gyűjtő vagy szóró jellegét megállapítani nem olyan egyszerű, 
mint a hogy eddig tárgyalták; mert a jelleg nemcsak a fősíkok és
7. ábra.
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gyújtósíkok fekvésétől, hanem a határközegek fekvésétől és a 
fény terjedési irányától is függ. Úgy látszik nem lesz könnyű, a 
jelleget meghatározó általános szabályt fölállítani, némi tájékozást 
mégis nyújtanak a következő tételek.
a) Midőn a rendszer belsejében sehol sem keletkezik valódi kép, 
más szóval a tárgynak a tengelyben lévő pontjából származó suga­
rak a rendszer belsejében sehol nem metszik a tengelyt, a rendszer 
gyűjtő vagy szóró, a szerint, a mint a második gyújtótávolság po­
zitív vagy negativ, éppen úgy, mint egyetlen gömbalakú törőfelü­
letnél vagy vékony lencsénél.
b) Hogy ha ellenben a rendszer belsejében egy vagy több valódi 
kép keletkezik, a rendszer jellege attól függ, hogy az «utolsó valódi 
képről» — bármely közegben is keletkezzék az — az utána követ­
kező rész valódi vagy képzetes képet állít e elő ? Az egész rendszer 
csak akkor gyűjtő, ha annak az «utolsó valódi képet» követő része 
gyűjtő természetű és ha azonkívül az «utolsó valódi kép» a gyújtó­
ponton kívül esik. A teleszkopikus beállítástól eltekintve a rend­
szer minden más esetben szóró.
c) Az eredő kép rendes vagy fordított állását szintén amaz 
«utolsó valódi kép» állásából Ítélhetjük meg; ugyanis a kilépő suga­
raktól alkott kép az «utolsónak» jelzett képpel egyenlő állású, mikor 
az egész szerkezet szóró, ellenkező állású, mikor a rendszer gyűjtő.
A kísérleti bemutatásra vonatkozó megjegyzések.
10. Lehetőleg erős párhuzamos fénysugaraknak az előállítására 
a  következő összeállítást használjuk.
Az ívlámpa pozitív sarkához közel (2—3 cm) szűk nyílású fém­
lapot teszünk és a nyíláson áthatoló divergens sugarakat achro- 
matikus lencsével párhuzamossá teszszük. Midőn a tüneményt 
csupán a vízszintes síkban figyeljük meg, kerek nyílás helyett víz­
szintes rést használunk, miáltal a fényerő tetemesen fokozódik, a 
nélkül, hogy a tünemény élessége szenvedne. A képek rendes vagy 
fordított állását azáltal szemléltethetjük, hogy a rés együk végén 
még kerek nyílást is készítünk.
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Az ekként keletkező sugárnyaláb útjába teszszük azon lencsét 
vagy lencseszerkezetet, melynek optikai magatartását akarjuk 
szemléltetni.
A sugárnyalábot azáltal tehetjük láthatóvá, hogy nagyobbfajta 
főzőpohárnak a nyílását sík üveglappal lazán befödjük és a héza­
gokon kevés füstöt füvünk belé. A füstös poharat a fény útjába 
helyezve, a sugárnyaláb alakját távolról is megfigyelhetjük, akár a 
síklappal, akár a hengerfelülettel fogjuk fel a fényt.
Schuller Alajos.
HÁROM TETRAÉDER HIPERROLIKUS KAPCSO­
LATBAN.
(Első közlemény.)
I. Az általánosabb eset tárgyalása.
1. A  probléma felállítása és jelölések *
Ha adva van három tetraéder: A'B'C'D', AfíCD  és A xB lCxDi 
oly helyzetben, hogy a megfelelő szög-pontok egy-egy egyenesen 
feküsznek és e négy p ', q', r' és s' egyenes egy hiperbolikus sugár­
sorba tartozik, úgy e három tetraéder közül bármely kettőnek meg­
felelő oldalsíkjai négy hiperbolikus sugárban metszik egymást: 
kérdés, minő kapcsolatban áll egymással az így nyert három hiper­
bolikus sugársor, illetőleg az általuk meghatározott három hiper­
bolikus másodrendű felület?
Az egyes szögpontokkal szemben eső oldalsíkokat a megfelelő 
görög betűkkel jelölvén, az első tetraéder oldalsíkjai: a , ß', y , á', 
a másodikéi: a, ß, y, d, a harmadikéi: ax, ß t , yx, dt .
Legyen továbbá:
a'a=p, ß'ß=q, yy'y'y=r, ő'ő=S, 
a ax= p x, ß ßx= qx, y yx — rx, ő óx—Sx,
a,l\ = P~2> ßß\= ?2> XTi =  ^ 2> ádxdd1=Si ,
{a'aax)=P, {ß'ßßx)=Q, (y'yyx)= R , (ő'Sőx)= S.
Nevezzük azt a hiperbolikus másodrendű felületet, melynek 
egyik alkotó-sorába tartozik a p', q', r' és s' egyenes, H '-nek ; ép
* L. e lapok 1899. évfolyamában «Megfelelő háromszögek és tetraéde­
rek polárterekben» czimű két közleményt.
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úgy H-nak, Hx-nek, Hr  nek nevezzük azokat a hiperbolikus másod­
rendű felületeket, a melyeknek egyik alkotó sorába tartozik a p, q, 
r, s, illetőlegp u qif ru  Sj és végre p2, q2, r2, s2 sugár.
Feladatunk e szerint e H, Hx, H2 felületek kapcsolatának vizs­
gálata.
2. A három tetraédertől páronkint meghatározott polárrend- 
szerek.
E tetraéderek páronkint polárrecziproczitást állapítanak meg 
két tér közt. Nevezetesen a 2" és I  tér között fennálló polárreczi- 
proczitásban az elemek összetarlozandósága a következő képlettel 
van megadva:
(A'B'C'D'a'ß'p'd'p'q'r's'.. .)7\(aßr dABCDpqrs .. .) I) 
ép úgy 2 " és 2 , térre nézve:
{A'B’C'D'a ß'y'8'p'q'r's' . . • • •) ü)
és a 2" és 2 ^-re nézve :
(ABCDaßydp'q'r's'. . .)A(tt, /?,yi8lA iB1CiD]p2q2rT% . .  .) III)
Az első polárrendszert II-nek, a másodikat Ilj-nek, a harmadi­
kat ÍI2-nek nevezvén, kérdjük, minő kapcsolatban van e három 
polárrecziproczitás ?
E kérdés eldöntésére vizsgáljuk meg tüzetesebben valamely pont­
sornak megfelelő síksorok kapcsolatát. Vegyük pl. a p ' pontsort. 
E pontsor A' pontjának 11-ben «, E^-ben at felel meg, a II2-ben 
megfelelő sík nincs adva, de tudjuk, hogy az áthalad a p'-nek e 
polárrendszerben megfelelő p2 egyenesen, azaz a és al síkok met­
szésvonalán. Vagyis az A'pontnak e három polárrendszerben meg­
felelő síkok egy egyenesben találkoznak. Ugyanezt látjuk a 2"-höz 
sorozott A  és Ax pontoknak megfelelő síkokról is, melyek a px ill. 
p  egyenesben találkoznak. Ámde a p' pontsor többi pontjainak 
megfelelő síkokról is ezt mutathatjuk ki.
Vegyük azt a E ' pontot, melyben a metszi p'-t és nevezzük a 
II, IIj, ü 2 polárrendszerekben neki megfelelő síkokat s, e, ill. e2- 
nek.
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Minthogy
azért
E '=  0a'p')»
e =  [Ap] 
£1=  \A ip i .
Legyen e két sik metszése e, úgy P  pontban p, p t , p.2 és e egye­
nesek egy teljes négyéit alkotnak, melynek szemben fekvő oldal­
síkjai ap ' egyenest egy involuczió párjaiban metszik. (L. az ábrát, 
mely e teljes négyéinek egy metszetét tünteti föl ap '-en  keresztül 
tett síkkal.)
E négyéi szemben fekvő oldalsíkpárja ax és e, a másik « és 
e ,, mig a harmadik pár a és [ep2]. Minthogy pedig az £2 a p2 sík­
sorban van és a 2’'-höz sorozott A A XE'. . . pontsor a H2-ben neki 
megfelelő axae2 . .  . síksorhoz involutorius helyzetű, azért:
\-ePi ]=£«•
Tehát a p' pontsorban találtunk négy A', A, A x és E ' oly pon­
tot, melynek a három polárrendszerben megfelelő síkok egy egye­
nesben találkoznak, de akkor e pontsor minden elemére ugyanez 
áll. Ugyanis a p ' pontsornak a 11 és 1I1 polárrendszerekben meg­
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felelő p és p i síksorok projektívek úgy a p'-höz, mint egymáshoz, 
képződményük tehát egy másodrendű (kúp) pontbeli sugársor P 2, 
mely szintén projektív a p'-höz.
A p' pontsornak ll2-ben megfelelő p 2 síksor szintén projektív 
p'-höz, tehát a P 2-hoz is. Minthogy pedig a p2-nek háromnál több 
síkja tartalmazza a P 2 kúp megfelelő alkotóját, azért e két alakzat 
perspektiv, azaz a p2-nek minden síkja keresztülmegy a P 2 meg­
felelő alkotóján,* más szóval a p' pontsor bármely elemének a II, 
llj és ü 2 polárrendszerekben megfelelő három sík egy egyenesen 
van.
A mit itt a p' pontsornak megfelelő síksorokról kimutattunk, 
ugyanazt kimutathatjuk a q', r', s' pontsoroknak megfelelő sík­
sorokról is.
Vegyük már most a p 'q 'r 's '. . . hiperbolikus sugársor egy x' 
vezérvonalát, ennek, mint pontsornak a II, llj és ü 2 polárrendsze­
rekben megfelelő x, x x és x 2 síksorok egymáshoz projektívek, de 
egyszersmind pcrspektivek egy hiperbolikus sugársorhoz (különös 
esetben kúphoz), mert az (;x'p '), {x'q'), {x'r') és (x's') pontoknak 
megfelelő három-három sík egy-egy egyenesen van.
Ezek után kimondhatjuk, hogy a H ' hiperbolikus másodrendű 
felület bármely X ' pontjának a II, II( és 1I2 polárrendszerekben 
megfelelő £, gu  síkok egy közös egyenest tartalmaznak, mely 
mindhárom polárrendszerben Ar '-höz konjugált.
A [p'x'] =  x' síknak a II, II, és II2 polárrendszerekben megfelelő 
K, Kx és Ki  pontok rajt vannak egyrészt egy hiperbolikus másod­
rendű felületen, melynek egyik alkotósora az x' pontjainak több­
szörösen konjugált sugarakból áll, másik alkotósorába pedig bele 
tartozik az x ' polárisa a II, 11 j és 112 polárrendszerre vonatkozólag, 
másrészt a P 2 kúpon. E két felület a (p'x') pontnak többszörösen 
konjugált egyenesen kívül egymást egy k harmadrendű görbében 
metszi, melyen a K, K x és I\2 pont rajta van. A k húrjaiból ala­
kuló elsőrendű és harmadosztályú sugárkongruencziába beletarto­
zik a p' és x '  pontjaihoz többszörösen konjugált minden sugár.
. * R eye : Geom. (1. Lag;e. Dritte verm. Auflage. 1. kötet, 130. 1.
A x pontsíknak a II ill. IIj polárrendszerben megfelelő K  ill. K t 
síkpontok egymáshoz projektívek és képződményük egy elsőrendű 
és harmadosztályú sugárkongruenczia, mely a k húrkongruencziá- 
jával azonos, mert egy hiperbolikus sugársor és egy kúp alkotó­
sorát e két kongruenczia közösen tartalmazza.
A x'-nek lla-ben megfelelő K% síkpont szintén projektiv a /v ésíí, 
síkpontokhoz és pedig úgy, hogy e síkpontok három-három meg­
felelő síkja a k egy húrjában találkozik.
Ugyanis mivel a pont rajta van a k görbén, ha abból ennek 
húrkongruencziáját projicziálom, úgy egy K% síkpontot kapok, mely 
K -hoz és /ij-hez projektiv olykép, hogy e három síkpont azon sík­
jai felelnek meg egymásnak, melyek a kongruencziának ugyanazon 
sugarát projicziálják. De akkor még ezen K% síkpont a vele egyesí­
tett K% síkponthoz is projektív, sőt avval azonos, mert a p ' és x ' 
pontjainak II2 polárrendszerben megfelelő síkok e két síkpont meg­
felelően közös elemei.
Ezzel azonban bebizonyítottuk, hogy nemcsak a H ' minden 
pontjának, hanem tetszőleges érintő síkja és így az egész tér bár­
mely pontjának a //, //, és /72 polárrendszerekben megfelelő síkok 
egy egyenesben találkoznak.
3. Egy másodrendű és másodosztályú súg ár komplexus.
Eddigi eredményeinkből még fontos következtetéseket vonha­
tunk. Ugyanis a fi és IIj polárrecziproczitás által a I '  tér projek­
tív vonatkozásba van hozva a S  és I 1 terekkel, melyek tehát szin­
tén projektívek egymáshoz. Ha két ily térnek legfölebb négy meg­
felelően közös pontja és ugyanannyi síkja van, úgy képződményük 
egy r  másodrendű és másodosztályú sugárkomplexus oly értelem­
ben, hogy ennek minden sugara a projektív terek két megfelelő 
pontjának és egyszersmind síkjának közös egyenese.* Ebből e 
komplexus-sugarak ama jellemző tulajdonsága következik, mely 
szerint mindenik a projektivitásban neki megfelelő sugarat metszi, 
bármelyik térhez sorozzuk is.
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* Lásd R eye idézett munkája III. kötetének elejét.
Mathematikai és Physikai Lapok. IX. 13
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Nyilvánvaló tehát, hogy a p', q', r', s', p, q, r, s, p x, ql7 rx, s lT 
pit q%, r2, s2 egyenesek e Y komplexus sugarai.
A projektív tereknek egyszerűen végtelen sokasága — sora — 
van, melyből bármely kettőnek képződménye ugyanezen F kom­
plexus és a mellett bármely sík, az egyik pl. X térhez soroztatván, 
a többiben neki megfelelő síkokkal egy elsőrendű síksort alkot.
Ha már most a X' tér ezen XXxX% . . .  projektiv térsor két téré* 
hez polárrecziprok, úgy valamennyihez is az.
Ezt az egyszerűen végtelen sok polárrendszert a polárszisztémák 
egy sorának nevezzük.
E sorra nézve jellemző, hogy a tér bármely pontjának e polár- 
rendszerekben megfelelő síkok elsőrendű síksort alkotnak, mely­
nek sorozó egyenese a F komplexus egy sugara. Kivételt e tekin­
tetben csak a I ,  . .  projektiv terek megfelelően közös L,
M, N, 0  pontjai képeznek. Ezek a T komplexus főtetraéderét alkot­
ják, mely a II, n i( II2 . .  . polárrendszerek közös polártetraédere.
Az előbbi pont eredményét már most a következőképen mond­
hatjuk k i:
A három hiperbolikus viszonyban levő tetraéder által páron- 
kint meghatározott FI, 77,, / /2 polárrendszerek egy sorba tar­
toznak.
4. Egy másodrendű és hatodosztályú sugárkongruenczia.
A 77' felületnek a I i n ^  . . .  polár-rendszersorban megfelelő 
egyszerűen végtelen sok hiperbolikus másodosztályú felület felü­
letsort alkot. E 77, 77,, 772, . . . felületek egymáshoz mind projek­
tívek és a 77minden y érintő síkja a neki megfelelő yx, % , . . .  érintő 
síkokkal egy elsőrendű síksort alkot, melynek sorozó egyenese a 
komplexbe tartozik, mert ezen érintő síkok a 77' felület ugyan­
azon pontjának polársíkjai a polárrendszer-sorban.
A 77' összes pontjainak ilykép többszörösen konjugált egyene­
sek egy oo2 sokaságot, azaz egy sugárkongruencziát alkotnak, mely- 
lyel bővebben kell foglalkoznunk.
Ha a X' ponttér tetszőleges X  ' pontjának megfelelőül veszem a 
r  komplex azt a sugarát, mely a II, ÍIX, n 2 . . . polárrendszerek 
mindenikében hozzá konjugált, úgy a X' ponttér a F komplexszel
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projektiv vonatkozásba van hozva. A S' minden pontjának meg­
felel a F komplexnek egy és csakis egy sugara. Kivételesek a kom­
plexus főpontjai. Ugyanis a főtetraéder L, M, N, 0  szögpontjaihoz 
e tetraéder szemben fekvő A, f i ,  v, o  oldalsíkjának minden sugara 
többszörösen konjugált.
A A' egy tetszőleges e' pontsorának, mely a főpontok egyikét 
sem tartalmazza, a F komplexusban egy hiperbolikus sugársor vagy 
egy másodrendű kúp alkotósora felel meg a szerint, a mint e' nem 
tartozik a komplexusba, vagy pedig annak egy sugara.
E hiperbolikus sugársor vezérsugarai, illetőleg e kúp alkotói az 
e'-nek polárisai a II, n i; II2, . . . polárrendszerekben.
Egy a’ síknak, mely nincs a főpontok egyikében sem és nem 
esik össze egy fősíkkal sem, a T-ban egy harmadrendű térgörbe 
húrkongruencziája felel meg; e harmadrendű görbét, melynek 
minden húrja komplexsugár, a komplex egy sorozó görbéjének ne­
vezzük. Ha a sík valamely főpont egy síkja, úgy e kongruenczia 
szétesik a megfelelő fősík összes egyeneseinek nulladrendü, első 
osztályú kongruencziájára és egy másodrendű, másodosztályú kon- 
gruencziára. Ha pedig a a fősikok egyike, úgy a pontjainak meg­
felelő komplexsugarak a megfelelő főpont és a többi fősík összes 
egyenesei.
A tetszőleges e komplexussugárnak a S ' térben megfelelő pont 
közös pontja az e polárisainak és egyszersmind az e pontjaihoz 
többszörösen konjugált sugaraknak.
A tetszőleges X  pontban levő összes komplexsugaraknak — az 
X  komplexuskúpjának — A'-ben megfelel egy egyenes, mely maga 
is a komplexbe tartozik. Ugyanis az X  ponthoz a FT, II ,, II2 . . . 
polárrendszerekben többszörösen konjugált x ' komplexussugár te­
kinthető a S' tér egy pontsorának, melynek a F-ban megfelelő su­
garak az X  pont komplexkúpját adják.
Hasonlóképen egy <j sík komplexsugarainak a A'-ben egy har­
madrendű pontsor — a F egy sorozó görbéje — felel meg. Mert 
vévén e  síkbankét f, g komplexussugarat, ezeknek megfelel A'-ben 
F ', G' pont, a a egy tetszőleges e komplexussugarának megfelelő 
pont pedig az (ef) és (eg) ponthoz többszörösen konjugált sugarak
13*
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metszéspontja. így a a összes komplexussugarainak 2"-ben megfelelő 
pontok az F ' és G' komplexuskúpjainak közös pontjai. Minthogy pe­
dig e két komplexuskúp az (fg) pontnak megfelelő komplexus- 
sugarat közösen tartalmazza, a többi közös pont egy harmadrendű 
térgörbét alkot, mely a komplexusnak sorozó görbéje és a mely egy­
szersmind geometriai helye a a sík pólusainak a ü , Hj, ÍI2, . . . 
polárrendszerekre vonatkozólag.
Nevezzük már most a H ' felület pontjaihoz többszörösen kon- 
jugált sugarakat 111-as sugaraknak, a belőlük alakult sugárkon- 
gruencziát Äjn-nak.
E kongruenczia másodrendű és hatodosztályú. Ugyanis a tér 
tetszőleges X  pontjában levő komplexsugaraknak a I '  térben egy 
x ' elsőrendű pontsor felel meg, mely H ' felületet két pontban 
metszi, tehát az X  pontban két III-as sugár van.
A tetszőleges a sík komplexussugarainak pedig a A'-ben 
egy harmadrendű térgörbe felel meg, mely H '-t legfölebb hat 
pontban metszi, tehát a a síkban legfölebb hat III-as sugár 
van.
A komplexus főpontjai szinguláris pontok. Az egyik pl. I fősík a 
H '-t egy kúpszeletben metszi, ennek a II polárrendszerben egy 
kúpot burkoló másodrendű síksor, a 11,-ben az előbbihez projektiv 
másodrendű síksor felel meg az L  főpontban. Ezeknek képződmé­
nyük egy negyedrendű kúp, melynek minden alkotója III-as sugár. 
Tehát az L  és ép úgy a többi főpont is szinguláris pontja a kon- 
gruencziának.
Szinguláris pontok továbbá a P, Q, R, S; mert a p', q', r', s' 
pontsoroknak, mivel sörözőjük a komplexbe tartozik, a F-ban egy- 
egy komplexuskúp alkotói felelnek meg, melyek mind III-as suga­
rak, tehát csúcsaik szinguláris pontok.
Ha volna ezen p'q'r's' . . . hiperbolikus sugársorban még kom­
plexussugár, úgy ahhoz is tartoznék egy ilyen szinguláris pont. Ámde 
minden komplexsugár, mint a 1  tér egy sugara, metszi a I 1 térben 
neki megfelelő sugarat; a 1  térhez sorozott p 'q 'r 's '. . . hiperboli­
kus sugársorban pedig legfölebb négy oly sugár van, mely a 
térben neki megfelelőt metszi. Ha több is volna, úgy valamennyi
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metszené megfelelőjét; e fontos különös esetre később fogunk ki­
térj eszkedni, azért ezt egyelőre tárgyalásunkban mellőzzük.'*'
Ép úgy, mint a p'q 'r 's '. . . hiperholikus sugársorban, ennek ve­
zér sugársorában is legfölebb négy van: V, u', v', z', mely a kom­
plexusba tartozik, megjegyezvén, hogy ezek páronkint képzetesek 
is lehetnek.
Ezen utóbbi sugaraknak többszörösen konjugált T, U, V, Z  
pontok szinguláris pontjai a Km kongruencziának, mert komplexus­
kúpjuk minden alkotója Ill-as sugár.
A P, Q, R, S, T, U, V, Z  pontok rajta vannak a HH\H% . . . 
felületsorba tartozó mindenik felületen.
Még kimutathatjuk, hogy e nyolcz ponton kívül nincs több kö­
zös pontja a H, H1, i í 2, . . . felületnek. Tegyük, hogy van X, úgy 
e pontnak, mint a X, 2\, 1%, . . . terek pontjának 2"-ben megfelel 
a H ' f, £j, f 2, . . . érintősíkja. Mivel pedig 2" a 2’, I \ ,  2%, . . . 
terekkel polárrecziprok, ha az X  pontot 2 '-höz sorozom, neki a 2, 
2 i, 2%, . . . terekben ugyanezen $, £lt f 2, . . . síkok felelnek meg, 
tehát egy elsőrendű x ' síksort alkotnak, melynek x ' sorozó egye­
nese a H'-nek egy alkotója és egyszersmind komplexussugár, de 
H ' alkotói között legfölebb nyolcz ilyen van t. i. p ', q ', r', s', t', 
u', v', z'.
Eddigi eredményeinket a következőkben foglalhatjuk össze :
A H, Hj, II.2, . . . felületeknek csak nyolcz közös pontjuk van, 
egymáshoz projektívek, még pedig úgy, hogy megfelelő érintő sík­
jaik egy másodrendű és hatodosztályú Km kongruenczia sugarai­
ban találkoznak; a P, Q, R, S pontok e kongruenczia szinguláris 
pontjai és p, q, r, s, p t , , rt , sl7 p.2, q2, r2, s2 e kongruenczia
sugarai. Skopál Istuán.
* Itt megjegyezhetjük, hogy a P, Q, R , S  pontok az általános esetben 
nem eshetnek egy síkba; mert feltéve, hogy ezek egy a síkba esnek, azt 
találjuk, hogy e sík a pqr . . ., p 1q 1r 1 . . .  és p^ J .X ^  . . . projektiv sugárso­
rokat három projektiv másodrendű pontsorban metszi, melynek P, Q, R, S  
megfelelően közös pontja. De ha két projektív kúpszeletnek négy pontja 
megfelelően közös, úgy valamennyi is az; így a föltétellel ellenkezőleg azt 
találnék, hogy a három projektiv hiperbolikus sugársor minden eleme 
metszi megfelelőjét.
ELEKTROMOS HULLÁMOK A VÍZBEN.
Jóllehet a kísérlet és elmélet egyaránt arra mutat, hogy a dielek- 
tromos konstans, a törésmutató és az abszorpc-zióindex közt szoros 
viszony van; hogy a testek molekuláris súlya, a nemjóvezetők ké­
miai konstitucziója és elektromelnyelőképessége közt összefüggés 
van; hogy az elektromos disperzió- és abszorpczióból — az elek­
tromos spektrálanalizisből — majd ép úgy lehet a molekulák rez­
géseire következtetnünk, mint a fénytani spektrálanalizisből az 
atomok rezgéseire: mégis a tiszta víznek elektromelnyelőképessége 
felől nagyon eltérők a nézetek, hézagosak az erre vonatkozó kísér­
letek.
Némelyek szerint a tiszta víznek csak a reflexiója nagy, de nincs 
elnyelőképessége, vagy oly kicsi, hogy nem lehet kimutatni; mások 
szerint a víz elnyelőképessége igen nagy; míg sokan a víznek ano­
mális abszorpcziót tulajdonítanak, hogy az elektromos hullámok­
nak megfelelő rezgésszám nagyobbodásával, a víz elnyelőképessége 
is nagyobbodik.
D r u d e , ki e kérdéssel legtöbbet foglalkozott, még 1896-ban nem 
tudta a víznek elektromelnyelő képességét kimutatni; de 1898-ban 
már elméleti úton arra az eredményre jut, hogy jelentékeny elnye­
lést csak oly testeknél várhatunk, melyeknél E„, a dielektromos 
konstans, és E0, a. fénytani törésmutató négyzete közt nagy a kü­
lönbség. Pedig a tiszta víznél ez a különbség elég nagy — ÜL,=81, 
E0— P 8 ; — a víznek tehát igen nagy az elnyelőképessége, változik 
az elektomos hullám hosszával; maga az elnyelés anomális.
A tiszta víz elnyelése legnagyobb, ha elnyelőképességének in­
dexe
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x =  1 /  E°+ E " ® ^ EoEZ  =  074.
max. r E0-\-Ea  +  2 y  E0É a
Az elnyelési index x azzal van meghatározva, hogy az elektro-
1
mos hullámok energiája — arányban gyengül, ha egy hullám­
hossznak megfelelő utat tesz meg valamely testben ; bármely zvas-
Qny.z
tagságú rétegen való áthaladás után a gyengülés =  e~ o¥'*
A hullámnak megfelelő rezgésidő, ha x legnagyobb értékű,
3 W  j / - J ^ - =  12-10-12,
hol a' egy állandó. Tehát a víz elnyelőképessége legnagyobb, ha 
az elektromos hullám hossza 7 = 0 3 6  cm.
Az elektromos hullám n törésmutatója, E  dielektromos kon­
stansa (ha T nem nagy; ha T nagy a konstans =  E a) és E0 a 
fénytörés mutatójának a négyzete közt a következő viszony van :
E = E a
vagy
x = tg {-> 
ha
t g  <P =
2 *
1 - x 2
E x —E 0
Ha T  igen nagy
T
a'
1 +
D r. P. Drude, Physik des Aethers, p. 572.
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* 2 T ‘ E x ;
a' E qc—Eq _
ha T  igen kicsiny
az állandó
E „ - E  TEoo—E  TJ2n2x * 
E - É o -  2»** ~  E - E 0 '
Minél kisebb tehát az elektromos bullám hossza, annál nagyobb 
az elnyelési index. A vízre vonatkozólag, ha Á=10 cm, x = 0 -12; 
ha A=2 cm, *=:0’46; ez adatokat W. D. Coolidge ** számította 
ki a'—0’82.10-10, A=14-7 cm és x=00082 adatok alapján.
Maga Drude, a kinek nyomdokain halad Coolidge is, nyíltan 
kimondja, hogy az eddig végzett kísérleti adatok nem elegendők 
arra, hogy teljes, határozott disperzióformulát lehessen felállítani 
az elektromos hullámokra, a dielektromos konstans, a törésmutató 
és az abszorpczióindex viszonyát illetőleg.
Az itt közlendő kísérleteim czélja : kimutatni a tiszta víz elek- 
tromelnyelőképességét, még pedig oly nagy hullámokkal is, a mi­
nőkkel e téren még sikerrel nem kísérleteztek — legalább tudtom­
mal nem, — továbbá kimutatni eme elnyelőképesség nagyságának 
a változását az elektromos hullámok különböző hosszúsága sze­
rint.
A vizen áthatolt, meggyengült elektromos hullámok kitünteté­
sére a BRANLY-féle csövet használtam. Egy decimeter hosszúságú 
és 0’6 cm átmérőjű üvegcsövet megtöltöttem 3 mm hosszúságú 
rézcsavarokkal, e koherert horganylemezből készült - ——1 . L. 
cső közepén helyeztem el úgy, hogy a függőlegesen álló nyílás 
felett keltett elektromos hullám csak a függőleges nyíláson hatol­
hatott be, a vízszintes nyílás mindkét oldalon fémtokkal volt el­
zárva; a nyílás átmérője mindenütt 10 cm. A koherer két végét
* P. Drude, Wied. Ann. 64. 1898. p. 38.
** W. D. Coolidge, Wied. Ann. 69. 1899. p. 162.
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ó lom k áb elek  k ö tö tték  ö ssze  a  RAouLT-féle n o rm á le lem m el, az á r a m ­
elágazásra  b eren d ezett  e llen á llá sszek rén y n y e l é s  a Despretz-D’Ar- 
soNVAL-féle tü k rö s ga lvan om éterre l. E k é sz ü lé k e k e t  h o rg a n y lem ez­
b ő l készü lt, a sugárzó e lek tro m o s en erg ia  e llen  v éd ő  tokba h e ly e z ­
tem e l ; a g a lv a n o m é te r t  bezáró fém tok on  csak  o ly  n agyságú  n y ílá s  
v o lt  —  d e fém kupakkal ezt is elzárh attam , —  a m ekkorát a g a lv a ­
n o m éter  tük re m egk íván . íg y  te lje sen  v é d v e  v a n  az egész r e n d ­
szer a su gárzó  en erg ia  e l le n ;  m ert, h a  a fü g g ő leg esen  á lló  cső 
e lő tt k eltem  az e lek trom os h u llá m o k a t ak kor, a m ikor e n y ílá s t  
egy  reá t e t t  h organ y lem ez befed i, a g a lv a n o m é te r  tűje á lla n d ó a n  
0 ° -o t  je le z  ; a horgan yföd ő  e ltá v o lítá sa  után k e lte tt  h u llá m  a tű t  
á llan d óan  240 m m -nyire tér íti ki.
A h u l l á m k e l t ő  k é s z ü l é k e k e t  v a g y  R i g h i ,  v a g y  H e r t z  m ó d s z e r é ­
n e k  a  m ó d o s í t á s á v a l  k é s z í t e t t e m .  K i s  h u l l á m o k a t  •—  7‘5 c m  é s  
2 0  c m  —  ú g y  á l l í t o t t a m  e l ő ,  h o g y  a  m e g f e l e l ő  á t m é r ő j ű  r é z g o l y ó ­
k a t  —  1'36 é s  4 c m  ■—  e g y  o l d a l c s ő v e l  e l l á t o t t  ü v e g c s ő b e  t e t t e i n  
ú g y ,  h o g y  e  k é t  g o l y ó  k ö z é ,  a z  o l d a l c s ö v ö n ,  v a s e l i n o l a j a t  ö n t ö t t e m  ; 
e  k é t  g o l y ó  t á v o l s á g a  2  m m ,  a  m á s i k ,  u g y a n i l y  n a g y s á g ú ,  k é t  g o ­
l y ó t  p e d i g  a z  i n d u k t o r r a l  —  50 c m  n a g y s á g ú  —  k ö t ö t t e m  ö s s z e ;  
e  g o l y ó k  a  v a s e l i n o s  g o l y ó k t ó l  2 0  m m  t á v o l s á g b a n  á l l o t t a k  u g y a n ­
a b b a n  a z  ü v e g c s ő b e n .  H o s s z a b b  h u l l á m o k a t  —  280 c m  é s  562 c m  -  
a  H E R T z - f é l e  i s m e r t  m ó d s z e r  a l a p j á n  n y e r t e m ,  a z z a l  a  m ó d o s í t á s s a l ,  
h o g y  a  k i s ü t ő  r é z d r ó t o k  v é g e i n  n e m  v o l t a k  n a g y  k a p a e z i t á s ú  
g ö m b ö k .
Az elnyelés tanulmányozásakor e kisütök a koherert tartó fém­
edény függőleges csöve felett 20 cm távolságban vízszintesen vol­
tak felfüggesztve. A tiszta vízzel megtöltött üvegedényt a hullám- 
keltő kisütő alatt a függőleges fémcsőre helyeztem; a hullám ezen 
keresztüljuthatott a kohererhez, más hullám pedig nem érhette a 
koherert.
Az első kísérletet kis hullámokkal tettem. A viz felett keltett és 
a vizen áthatolt hullám — a víz vastagsága 1 mm — a tűt kitérí­
tette ugyan, de e kitérés sokkal kisebb volt, mint víz nélkül; a 
hullám tehát tényleg meggyengült; de ezt a reflexió egyedül is elő­
idézhette.
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Újabb kísérleti adattal kellett az elnyelést kimutatnom. E vég­
ből az üvegedényt U3 mm vastagságú vízréteggel töltöttem, és 
ezen át bocsátottam az ugyanoly hosszúságú elektromos hullámot; 
a tű megint kitért, de kitérése tetemesen kisebb volt, mint 1 mm 
vastagságú vízrétegnél; fokozatosan nagyobbítottam ezután a víz­
réteg vastagságát, s azt találtam, hogy minél magasabb volt az 
edényben a vízréteg, a tű kitérése annál kisebb le tt; már 3 mm 
vastagságú vízrétegnél a tű meg sem mozdult, mintha csak fém­
fedővel lett volna a koherer nyílása befödve. E kísérleti adatok 
pedig az elnyelést bizonyítják.
Ha a víz hőmérsékletét emeltem, a tű kitérése nagyobbodott, a 
víz elnyelőképessége a hőmérséklet emelésével kisebbedett. A leve­
gőn át a kitérés 240 mm ; ha a vízréteg vastagsága z = 0 -l cm, a 
tű kitérése 150 mm; ha z= 0 '15  cm, a kitérés 18 mm; ha z= 0 '2  
cm, a kitérés 4 mm.
Ezek után hosszabb hullámokkal tettem kísérletet. S arról győ­
ződtem meg, hogy minden hullámhosszúságnál van elnyelés, de ez 
az elnyelés annál kisebb, minél hosszabb a használt hullám. Végre 
562 cm hosszúságú hullámmal tettem kísérletet, olyannal, a minő­
nek még felével sem tettek kísérletet, annál kevésbbé sikerült ekko­
ránál kimutatni a tiszta víz elnyelő képességét. Már 0‘1 cm vastag­
ságú vizréteg is mutat hullámgyengülést, elnyelést; az igaz, hogy 
az előbb nyert adatokhoz képest a kitérés sokkal nagyobb, az el­
nyelés kisebb ; mert e vastagságú vízrétegnél a galvanometer tűjé­
nek a kitérése 224 mm, a levegőn ismét 240 mm; de már 015 cm 
vastagságú vízrétegnél e kitérés 117 mm, 0‘2 cm vastagság mellett 
65 mm; 0 3  cm vastagságnál 21, 0-4 cm-nél 4 mm; 0’5 cm vastag 
vízrétegnél alig 1 mm.
E kísérletek tehát igazolják a tisztavíz elnyelő képességét; mu­
tatják, hogy az elnyelés kisebbedik a hullám hosszúságának a nö­
vekedésével, hogy tehát a víz elnyelőképessége anomális; azaz 
sokkal nagyobb, mint a mekkora állandó áramnál vezetőképessé* 
gének megfelelne.
Károly Irén.
A VÉGES CSOPORTOK ELMÉLETÉNEK ÚJABB 
IRODALMÁBÓL.
(Második közlem ény.)
II. A cso p o rt elem eirő l.
Minden elemnek van rendje és ez — mint tudjuk — n osztója. 
Könnyű meghatározni valamely elem hatványainak rendjét. 
Legyen H  rendje m  és t, m  legnagyobb közös osztója:
(t, m) =  cl,
Y)l
akkor / í f-nek rendje •
Mindenekelőtt kimutatjuk, hogy a
H S= E
egyenlőség csak akkor állhat fenn, ha s m-nek többszöröse.
Ha ugyanis
s = m g + r
(r<m)
akkor a
Hs=(Hm)4. Hr—Hr= E
egyenlőségből és a H  rendjének definicziójából tüstént következik, 
hogy r = 0 , tehát s=m q, azaz g-nak többszöröse.
Legyen most már IV rendje //., akkor a
(H * f= H ^ = E
egyenletből következik, hogy tji osztható m-mel, tehát
m
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a hol e egész szám. Ha most már
t= (t,m )t' és m —{t,m)m', 
a megelőző egyenlőség így is írható
t'u- JT = e ,m
de minthogy t! és m' relatív törzsszámok, kell hogy p m'-vel oszt­
ható legyen, tehát ily alakú legyen
m'f;
az ily alakú számok között a legkisebb adja a keresett rendszámot 
ji-1, tehát
, m m  u—m =  — r  =  —=-•{t, m ) cl
I. Ha H  rendszáma ab és
(a, b)= 1 ,
akkor ez az elem egy és csak egyféle módon bontható fel két egy­
mással kommutativ elem szorzatára, a melyeknek rendjei a, ille­
tőleg b.
Feltevésünk szerint a és b relativ törzsszámok, tehát találhatók 
oly x, y egész számok, a melyekre nézve
bx—a y = \
és így
H=HbxH~ay.
Legyen
H hx—A, H~ay= B , 
akkor A  rendje a, B  rendje b, ugyanis
{ab, bx)={b, bx)=b
és *
{ab, ay)={a, ay)—a,
továbbá A, B  kommutativok, mert ugyanannak az elemnek, H-nak, 
hatványai és végül:
H = A B.
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Ha fordítva
H — A B
és A, B  kommutativek, továbbá A ,  B  rendjei a, ill. b, akkor ezek 
egyértelmüleg vannak meghatározva, mert
H b x = B bxAbx =  A 1~ ay = A  (A a) - v = A  
H ~ ay = A - ay ß - ay = B 1+ bx= B  ( B b)x= B ,
tehát A  is és B  is mint egy ugyanannak a H — A B  elemnek hat­
ványai állíthatók elő, a mivel a tétel be van bizonyítva. Két elem 
kommutativ voltának feltétele a következő. Kell, hogy :
A B — B A  1)
legyen. E feltételt, ha behozzuk a negativ kitevőjű hatványokat, 
következőképen fogalmazható :
vagy
B~XA B —A
A ~ XB A = B .
2)
3)
A feltétel emez alakjában szereplő
B ~ XA B  4)
kifejezést, mint bizonyos az A-n végrehajtandó operáczió eredmé­
nyét külön ki akarjuk emelni és 4)-ről azt fogjuk mondani, hogy 
ez az A  elem transzformáltja B  által. S így a következő tételt 
nyerjük:
II. Két elem akkor és csak akkor kommutativ, ha mindegyikök 
változatlan marad a másikkal való transzformáczió után*
III. Egy és ugyanazon H elemmel kommutatív elemek csopor­
tot alkotnak. (E csoport jele legyen <gH.)
Az I. szerint csak azt kell kimutatni, hogy ha A ,  B  kommuta­
tivek H-hoz, akkor szorzatuk A B  is kommutativ.
* Még meg akarjuk említeni azt az egyszerű tételt, hogy valamely elem 
rendje transzformáczió után nem változik. Ha ugyanis An =  E, akkor 
(T~1A T )n= E  és fordítva.
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Tehát
és így
A -'H A —H
B ~ 'H B = H
(AB)~1H(AB)=
= (£ -h 4 -1) H  {AB)=B~X (A -1 HA) B=H ,
a mivel a tétel ki van mutatva.'*'
A alcsoport indexére nézve is vonhatunk következtetést a 
következő meggondolásokkal. Nevezzük a csoport amaz elemeit, 
melyek valamely adott elemből transzformáczió útján keletkeznek, 
ez elem konjugálljainak. Megjegyzendő, hogy a transzformáczió 
csoportbeli elemekkel történjék.
A konjugált elemek definicziójából világosak a következő téte­
lek :
IV«) Ha A konjugált B-vel, akkor fordítva B  is konjugált 
A-val.
Ugyanis az
A = T - 1B T
egyenletből következik
B =  T A T -1.
IVb) Egy ugyanazon elemmel konjugált elemek egymás között 
is konjugáltak.
Ha ugyanis A és B  mindketten P-vel konjugáltak, akkor
A =  T - 'P T  
B =  TJ-lPU
és ebből
P = T A 1 - 1= U B U - 1
vagyis
A —T - l (UBTJ-i) T={U~1T )- lB(U~1 T),
* Az efajta számításoknál gyakran szerepel a következő identitás 
(A1A3. . . A i)^=A-^A7_\.. .A I K
Ugyanis a szorzat associativ jellegéből tüstént következik, hogy az
X ( V , . . J i ) = £
egyenletnek megoldása (az 1. szerint csak egy ilyen van):
X=A?AZ1...A ? .
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hasonlókép
B=U~HTAT - 1) U={r - 'U)- 'A{T-lU).
V. A főelem csak önönmagával konjugált.
Ugyanis
T~lET=E.
Most már a következő tételt állíthatjuk fel.
VI. A ÍQtr alcsoport indexe megegyezik a H-val konjugált ele­
mek számával.
Ugyanis az előbbi szakasz szerint
l0=l0ff-Ro +  &ír-Rl4------
a hol
R í (mod. $ h)
(i=0,1, 2, . ..)
az inkongruens osztályok képviselői, vagyis az
R R k 1
(i, k=0 ,1 ,2 ,...)
szorzatok egyike sem eleme ,§//-nak. Ha már most H  valamely tet­
szőleges eleme (gÄ-nak, akkor
(H R)-'H (H Rl) =
= R f 1 (H -'lIÍI)  R t= R T lHRi.
És így H-nak összes konjugált elemeit megkapjuk, ha l helyébe 
összes értékeit teszszűk. De másfelől így csupa különböző elemet 
kapunk, hiszen az
RT 1HRl= Rm^HRm
egyenlőségből következnék
vagyis
R lR m
6 //-nak eleme lenne, a mi ki van zárva. így tehát a szóban forgó 
j  index csakugyan megegyezik a H-\al konjugált elemek számával. 
A H  elemhez tartozó !Óh csoport az előbbi szakasz szerint H  összes
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hatványait tartalmazza. Szélső eset az, midőn ezeken kívül más 
elemet nem is tartalmaz.
A másik szélső eset, a midőn fen összeesik a §  csoporttal. 
A H  ekkor a csoportnak invariáns eleme, minden transzformáczió- 
nál változatlanul marad.
VII. A főelem a csoportnak invariáns eleme.
VIII. Minden törzsszámhatványrendű csoportnak vannak a fő­
elemtől különböző invariáns elemei. ( S y l o w . )
Ugyanis a csoport elemeit következőképen sorozhatjuk osztá­
lyokba. Tartozzanak egy osztályba az egymás között konjugált ele­
mek. így tehát az összes invariáns elemek, közöttük a főelem, 
önönmaguk alkotnak osztályokat. Ha valamely elem nem invariáns, 
akkor az ő osztályába tartozó elemek száma n-nek osztója, a mint 
az előző tételekből következik. Jelen esetben n törzsszámhatvány
n = p x.
Minden elem egy és csak egy osztályban fordul elő; ha tehát 
felteszszük, hogy csoportunknak az egységtől különböző invariáns 
eleme nincs, a következő számbeli relácziót kapjuk:
px= l- \- l 'p rí
i
Ti> 0 .
Ebből
px=  1 (mod.p)
következnék, a mi lehetetlen, ha
A>0.
IX. Invariáns elem hatványai is invariáns elemek.
Ha ugyanis I  invariáns elem, akkor:
S-1i*S=(S-1iS)(S-‘/S) . . . = P .
Ebből még a következő tétel folyik.
X. Minden p l-rendü csoportban van p-ed rendű invariáns elem 
Ha ugyanis I  maga pf-ad rendű volna, akkor l pr p-ed rendű
elem.
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III. A c so p o rt a lcsoportja iró l.
Legyen © a §  csoportnak alcsoportja. Valamely H  elemről 
akkor és csak akkor mondjuk, hogy ©-vei kommutativ, ha © ele­
mei a ií-val transzformálva ismét ©-beli elemeket adnak. Röviden 
ezt így írjuk :
H -  i@H=@.
I. A ®-hez kommutativ elemek csoportot alkotnak.
Ha ugyanis
akkor
( t f Ä ) - 1 © (H!Hle)= H l7i (H r1® ^ )  Hk=®.
Az I) alatti csoport rövid jele légijén: ©'.
A © alcsoport transzformáltjait nevezzük a @-hez konjugált 
csoportoknak. Konjugált csoportok rendje ugyanaz. A definiczió- 
ból a következő tételek folynak, a melyeknek bebizonyítása úgy tör­
ténik, mint az előző szakaszban a konjugált elemekre vonatkozó 
tételek.
\\a) Ha @, alcsoport konjugált (3r vel, akkor @2 is konjugált 
©j-vet.
Ub) Valamely alcsoporthoz konjugált csoportok egymásközt is 
konjugáltak.
III. A  ©' alcsoport indexe megegyezik a ®-hez konjugált cso­
portok számával.
A csoport definicziójából folyik, hogy ©' tartalmazza ®-t, szélső 
eset lesz az, midőn
© '=© .
A másik szélső eset, midőn
®'=<Q.
Ekkor a © alcsoportot invariáns alcsoportnak nevezzük. Az 
invariáns alcsoportnak eme definicziója teljesen egyértékű a kö­
vetkezővel.
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IV. A © alcsoport akkor és csak akkor invariáns, ha a !q cso- 
ort tetszőleges H  elemére nézve.
Az invariáns alcsoport fogalma módot nyújt a csoportoknak 
oly osztályozására, mely különösen az algebrai alkalmazások szem­
pontjából fontos. Valamely csoportot egyszerűnek nevezünk, ha a 
főelem által képviselt csoporton kívül nincs invariáns alcsoportja, 
míg ellenkező esetben a csoport összetett.
V. Ha a (mod. ©) kongruens elemekből álló osztályokat mint 
elemeket fogjuk fel, akkor ezen osztályok csoportot alkotnak, fel­
téve; hogy © invariáns alcsoport,
Megjegyzendő, hogy jelen esetben az I. szakaszban megkülön­
böztetett I. és II. fajú kongruenczia tökéletesen összeesik, mert 
hisz tetszőleges H  elemre vonatkozólag
®H=H®.
Legyen tehát
Q =® R0+ ® R 1+ - + & R j - i ,
a hol R í a (mod. ©) inkongruens osztályok képviselői és
R0—E.
Ki kell számítanunk a
i m d m h )
szorzatot. A © invariáns alcsoport lévén,
(®üi)(®Rk)= ® (Ri®)Rk=®(®Ri) fifc=f@©) (RiRk)
azonban a csoport fogalmánál fogva
@© =  ©
hiszen ha S  valamely tetszőleges eleme ®-nek, akkor
es így
©,S=©
(®Ri) (®Rk)= ® R R k,
de a ©-nek van oly G eleme, melyre
RjRk=  GRi
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és így végül:
i®Bi)
a mivel tételünk be van bizonyítva. Egyszersmind azt is látni, 
hogy az így megállapított csoportnak főeleme :
®R0=®E.
VI. Az előbb definiált csoportot alkotásánál fogva osztály cso- 
portnak nevezzük. Rövid jele , és ha © rendje m, akkor ennek 
rendje egyenlő az —- hányadossal. Ez utóbbi tulajdonsága miatt
az osztály csoportot összetételi csoportnak is nevezik.
Az osztálycsoport rendszámára vonatkozó állítás az előbbi bizo­
nyításból látható. A most levezetett fogalom kiváló jelentőségét 
mutatják a következő tételek.
VII. Ha a osztály csoportnak van oly 31 alcsoportja, a melynek
rendje i, akkor a !q csoportnak van oly a ®-t tartalmazó 23 al­
csoportja, melyre a © indexe i.
Ismét
£ = @ 2?0+ ©i?i + ..
Feltevésünk szerint a
©f?0, © fl„ . . ., ©fii_ 1
osztályok bizonyos 21 csoportot alkotnak, melynek rendje i.
De ekkor az osztályoktól az elemekhez visszatérve
33= ®R0+ ®R !+ ■ ••+ ®Ri-i 
szintén csoport, hiszen
(®Rk) m ik) =  ®Rm
/ k, 1=0, 1, 2 , . . i.—1\
' m<3 '
és ebből látni, hogy a 23 rendszerből két elemet választván, ezeknek 
szorzata ismét a rendszerbe tartozik, a mivel a tétel be van bizo­
nyítva. A kiírt alakokból egyszersmind világos a következő tétel.
ŐVili) H a31 jg-nek invariáns alcsoportja, akkor 23 ÍQ-nak in­
variáns alcsoportja.
14*
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Ugyanis
9Í (©7?) =  (®7?) 21
vagy máskép írva
(©/?,) (®77)=(©77)(©77,),
( k = 0 ,  1, 2, . . í - l \
' o^ í^i-1 7
tehát már többször alkalmazott összevonás után
a miből
(®.Z?fc) 77 =  77 (© 77,), 
9377 =  7723.
VIII. Ha © invariáns alcsoport és S3 valamely a ®-í tartalmazó
S őalcsoport, akkor alcsoportja ' -nek. A  &-nek 33-re vonatkozó
^ 3 3  's)
indexe megegyezik nek ^  -re vonatkozó indexével.
Először is
q^ = © 770-}-® 771H----- |-© 7 7 j - i
a 93 csoport definicziójából és az I. §. tárgyalásaiból világos, hogy a
@ 77,
rendszernek vagy egy eleme sem tartozik 93-be, vagy pedig mind,, 
tehát
9 3 = © 7 7 0+ © 7 7 1+ - - -  +  © 77í+ 1 ,
de © invariáns alcsoportja £)-nak és így 93-nek is, tehát létezik a 
osztálycsoport, vagyis a
®770 , © 7 7 ,, @77;-
rendszerek alkotta csoport. E csoport természetesen -nek alcso­
portja, mert elemeinek egy részéből áll. Egyszersmind érvényes a 
következő tétel.
söVIIIb) Ha 93 invariáns alcsoportja ÍQ-nak, akkor is inva-
ő  ®riáns alcsoportja ri. -nek.
Ugyanis
a miből
9377= 7793,
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(®Rk)R = R(®R,)
/fe=0, 1,2,..., í - l \  
V 0<i< i-l )
azonban
®Rk~ m R k= ® R k®
m t= m R , ,
továbbá
és így
(®R)=(®R) (®R,
Az előbbi tételekből messzemenő következtetések vonhatók. 
A levezetésekben mindig a teljes indukczió szerepe}, s éppen ezért 
fog az osztálycsoport, melynek rendje az eredeti csoporténál ki­
sebb, fontossággal bírni.
IX. Minden pl-ad rendű csoportnak vannak p x^ 1 {i—0 ,1 ,..., /) 
rendű alcsoportjai.
Hogy a bebizonyítás áttekinthető legyen, az előbbi tételeket még 
a  következő alakban akarjuk fogalmazni :
Ha © invariáns alcsoport, akkor % -nek minden alcsoportja 
21 'ä> s>i
alakban írható, a hol 21 a ÍQ-nak alcsoportja. (Az
rendje 2Í és © rendjeinek hányadosa.) Ha pedig 21 valamely a
21 £>@-í tartalmazó alcsoportja Q-nak, akkor alcsoportja fj. -nek.(y or (2)
Ha 21 invariáns alcsoportja fe-nak, akkor 
portja -nek és fordítva.
21
©
invariáns alcso-
A bebizonyítandó tétel már most A=1 esetben triviális.
Tegyük fel, hogy a tétel már a p*_1-ed rendű csoportokra be 
van bizonyítva. A lg csoportnak mindenesetre van £)-ed rendű in­
variáns eleme, ennek hatványai egy p-ed rendű invariáns alcso­
portot adnak, jelöljük ezt ^ß-vel. Ekkor létezik a
j)i_1-ed rendű
T
21osztálycsoport. Ennek van oly . ■ alcsoportja, melynek rendje
r
p i- i- i  és így 21 rendje: px~‘, a mivel a tétel be van bizonyítva. 
Ehhez hasonló módon bizonyítható be a következő tétel.
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IXb) Minden p x-ad rendű csoportnak vannak px~i ( i= 0 ,1,..., 2) 
rendű invariáns alcsoportjai.
X. Valamely p x-ad rendű csoportnak minden invariáns alcso­
portja tartalmaz a csoportból a főelemtől különböző invariáns 
elemeket.
Sorozzuk az egymás között konjugált elemeket egy-egy osz­
tályba. Akkor minden invariáns alcsoport vagy az összes elemeket 
tartalmazza egy osztályból, vagy egyet sem.
Legyen az invariáns alcsoport rendje px~ \  ha felteszszűk, hogy 
a csoportból a főelemen kívül invariáns elemet nem tartalmaz, 
lenne mint a II. §. VIII. tételben
p*~‘ =  I(mod.p)
i<a ,
a mi abszurdum.
XI. Valamely p l-ed rendű csoportnak minden p x~1-ed rendű 
alcsoportja invariáns alcsoport.
Legyen © egy p*_1-ed rendű alcsoport. Vagy nem tartalmaz ez 
az alcsoport a ,ö-ból invariáns elemeket, vagy tartalmaz. Legyen az 
első esetben ^-nak P  valamely jo-edrendű invariáns eleme.
A.kk.01*
£  =  @P+@P2_I----- 1-®P?,
a miből világos, hogy © invariáns alcsoport, hiszen bármely inva­
riáns elem a csoport összes elemeivel kommutativ és így lesz:
P-"©P«=@.
A második esetben teljes indukcziót fogunk alkalmazni.
A A=1 esetre a tétel triviális. © tartalmaz i§-ból invariáns ele­
met. Legyen pl. ilyen P. Ennek hatványai invariáns alcsoportot 
alkotnak, melyet íp-vel jelöljünk. Ekkor létezik a
6
$
ed rendű
©osztálycsoport. Ennek a px" --ed rendű s így invariáns alcso­
portja, a minek következtében © invariáns alcsoportja iQ-nak.
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Megjegyzés. A bebizonyításban felvett első eset, a mint azt az 
előbbi tételből látjuk, valóban nem következhetik be.
XII. Ha © valamely p '-ed  rendű csoportnak alcsoportja, akkor 
©' mindig valóban tartalmazza ®-t.
Ha először is © nem tartalmaz <Q-ból invariáns elemet és P  in­
variáns elem, úgy ©' mindenesetre tartalmazza P -1 és így
©'>©.
Tegyük fel másodszor, hogy © tartalmaz <g-ból invariáns ele­
met pl. P-t, melynek hatványai alkotják a íp csoportot, 
fj
Áttérve a Jg-tól a n osztálycsoportra, ugyanoly módon alkal- 
d5 _  ©
mazható a teljes indukczió. Ugyanis van oly © csoport, mely ~--t
— "r
mint valódi invariáns alcsoportot tartalmazza és így ©, mint valódi 
invariáns alcsoportot tartalmazza @-t, tehát
© '>©.
Ennek a tételnek egy következményét még külön akarjuk fogal­
mazni.
XIII. Ha © valamely p'-ctd rendű csoportnak pa-ad rendű al­
csoportja, akkor van oly p a+1-ed rendű alcsoport, melynek © inva­
riáns alcsoportja.
Ha a = k —1, akkor állításunk összeesik a XI. tétellel. Általában 
pedig szerkeszszük meg ®'-t, melynek rendje legyen pé, a hol
ß>a.
©'A g, osztálycsoport rendje pP~a. Ennek IX. szerint van p-ed
rendű alcsoportja, ennek az alcsoportnak oly a ®-t tartalmazó 
j9“+1-ed rendű csoport felel meg, mely másfelől ©'-nek alcsoportja.
Jelöljük e csoportot átmenetileg ®-vel. Azonban © invariáns 
alcsoportja ©'-nek és © nak is, a mivel a tétel be van bizonyítva.
A IX. tétel nagy mértékben általánosítható. A levezetésben 
azonban e tételt fel sem kell használnunk, hanem teljes indukcziót 
alkalmazunk. A tétel az ú. n. SYLOw-féle * első tétel. Absztrakt 
módon először Frobenius vezette le.
Math. Annalen V. k.
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XIV. Ha valamely csoport rendje n osztható px-vel, akkor a 
csoportnak van px-ed rendű alcsoportja. A p  törzsszámot jelent.
A tétel az
n —t, 2, 3
esetekre helyes. Másodrendű csoport a főelemen kívül egy másod­
rendű elemet, harmadrendű csoport a főelemen kívül két harmad­
rendű elemet tartalmaz. A tételt tehát bebizonyítottnak vehetjük 
egy bizonyos n számnál kisebb rendű csoportokra. Hogy a bizo­
nyítás áttekinthető legyen, előre bocsátunk egy segédtételt oly 
csoportokról, melyeknek minden eleme a csoport összes elemeivel 
kommutativ.
Ilyen csoportokat: kommutativ (vagy AeEL-féle) csoportoknak 
nevezünk.
Segédtétel. Ha valamely kommutativ csoport rendje n osztható 
p-vel, akkor a csoportnak van p-ed rendű eleme.
Legyen
n = p zm.
A csoportnak mindenesetre van törzsszámrendű eleme, hiszen 
egy tetszőleges elem alkalmasan megválasztott hatványa törzs­
számrendű. Legyen Q valamely q-ad rendű elem (q^.p) és hatvá­
nyai képezzék a SQ csoportot.
Mivel kommutativ csoport minden eleme invariáns elem, min­
den alcsoportja invariáns alcsoport; SQ is invariáns alcsoport, 
vagyis létezik a
1  
Ö ’
pz ---- ad rendű
q
osztálycsoport. Ha
$ = D fU -O ii, +  -
akkor r _- elemei a
ö f i0, SQfi1( . . .
rendszerek. Az osztálycsoport is kommutativ, rendje iQ-énál kisebb, 
tehát reá vonatkozólag a segédtételt bebizonyítottnak vehetjük és 
igy van p-ed rendű eleme. Legyen SQ.fi, ilyen, vagyis p  a legkisebb 
kitevő, melyre
(Qfi,)'J= Q fi0=Q .
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Azonban most minden szorzásnál érvényes a kommutativ elv, 
tehát
(Dü/)p= = DJRf= D
és így Rl- eleme a D csoportnak, a míg R , nem az. Azonban D. 
elemei a főelem kivételével q-ad rendűek és így
(R?f=R?q= E.
Határozzuk meg most már az R í elem rendjét. Mivel R í nem 
főelem, ez csak p, q vagy pq lehet. Fia az első eset áll be, a segéd­
tétel már is be van bizonyítva. Ha a harmadik eset igaz, akkor fa ­
elem rendje p és ismét be van a bizonyítás fejezve. A második 
esetben volna
R,=(W r,
ha csak z-1 úgy választjuk, hogy
p z = í  (mod. q)
legyen. De ekkor R, eleme volna a ö  alcsoportnak, a mi azonban 
nem igaz. így ezen eset be sem következhetik és a segédtétel be 
van bizonyítva.
Rendezzük már most az adott csoportnak egymás között kon- 
jugált elemeit egy-egy osztályba. Minden elem egy és csak egy osz­
tályba tartozik. Az invariáns elemek mindegyike külön osztályt 
alkot. Ha az invariáns osztályok számát s-sel jelöljük és az #-dik 
nem invariáns osztály elemeinek számát n0-val, akkor az n kö­
vetkező számbeli szétbontását kapjuk:
n = s + w 1+ n 2-(—  I)
Megjegyezzük még, hogy
n —p zm. z ^ a  
{p,m )=  1.
Az I) alatti reláczió feltünteti, hogy a csoportnak s-számú inva­
riáns eleme van. Ezek, mint a definiczióból világos, alcsoportot, 
még pedig kommutativ alcsoportot alkotnak.
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Már most két esetet fogunk megkülönböztetni.
s=0(m od .p ) .  1)
Ekkor a segédtétel szerint az invariáns elemek között van p-ed 
rendű. Legyen P  ilyen, ennek hatványai invariáns alcsoportot ad­
nak : ÍJ?. S így létezik a
&
'*P
p z~im-ed rendű
osztálycsoport. Ennek rendje kisebb, w-nél, tehát van p x ~1-ed
&rendű alcsoportja. Legyen ^  ilyen alcsoport, ekkor © a ^Q-nak
'r’
pv-ed rendű alcsoportja. A második esetben
( s ,p )= l . 2)
Ekkor az I)-ből világos, hogy létezik oly a index, melyre vonat­
kozólag
(na,p )=  1.
Legyen na a H  elemmel konjugált elemek száma. Mint az elő­
zőkből tudjuk, ez megegyezik a Iqh alcsoport indexével.
A H nem lévén invariáns elem, ÍQh rendje kisebb n-nél, azon­
kívül az éppen említettek alapján ÍQh rendje a következő alakú:
p zm', m '<m .
Ennélfogva £>n-nak van p ' -ed rendű alcsoportja. Ez egyszers­
mind ÍQ-nak is alcsoportja.
Bauer Mihály.
A TESTEK HALMAZÁLLAPOTAIRÓL.
(Ötödik közlemény.)
26. §. A testek mágneses tulajdonságai.
Az ide vonatkozó kutatások legnagyobb része a mágneses 
momentumnak (mágneses intenzitás X  mágnes hosszúsága) a hő­
mérséklettel való változását kutatja a szilárd testeknél. Az általá­
nos eredmény az, hogy a mágneses momentum a hőmérséklettel 
együtt egy bizonyos határig nő, de van minden testre olyan 
hőmérséklet, melyen felül a momentum a hőmérséklet emel­
kedésekor csökken. Ezen hőfokot ad analogiam kritikus hőfoknak 
nevezték el, mely pl.
vasnál
aczélnál
700—800° \ 
600—700° I nikkelnél kb. 300°.
A mágneses momentum változása a mágneses erő nagyságától is 
függ; kis mágneses erő esetében nő a hőmérséklettel a vörös izzásig, 
azután hirtelen zérusra esik; ha a mágnesező erő nagy, akkor a 
momentum lassan csökken a hőmérséklet növekedésekor s vörös 
izzásnál szintén igen kis értékre sülyed.1 A mágneses kritikus hő­
mérséklet alatt tehát a momentum a hőmérséklettel együtt növek­
szik ; direkt vizsgálatokkal kutatták, váljon ez az összefüggés a 
hőmérséklet csökkenésekor és pedig különösen igen alacsony 
hőmérsékleteknél is fennáll-e? Egyes kisebb terjedelmű kutatások 
igenlőleg válaszoltak a kérdésre. P ictet szerint a mágneses inten­
zitás, a testet +30°-ról —105°-ra hűtve, körülbelül 33<>/o-al nő ; 2
1 Baur, Wied. Ann. XI, pag. 394; 1880.
2 Beibl. XIX, pag. 660; 1895.
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F l e m in g  szerint pedig, ha a m ágnest hirtelen folyékony levegőbe 
mártjuk, elveszti m ágnességét, de az első rázkódás után mágnes- 
sége nagyobb lesz, m int előbb volt.* Kiterjedt kutatásokkal D e w a r  
vizsgálta meg a kérdést.** Kis, legfölebb 25 mm hosszú, drótalakú 
mágneseket egy magnetometer közelében folyékony levegővel 
itatott gyapjúszivacs által lehűtött; az első lehűtés után a mágnes 
a rendes hőmérsékletre em eltetett; a processust azután többször 
ism ételte. A következő táblázat a m ágneses m om entum  különb­
ségeit tünteti föl — 182° G. és + 1 5 °  C. hőmérsékleten, a 15° C. 
kezdeti hőmérsékleten észlelt érték °/o-ában.
-182° G. +  15° C.
1. Rideg aczél 1. cziklus 0 - 3 0
12-7 ram hosszú 2. « + 3 3 — 5
10-2 « átm. 3. « + 3 6 0
1. « +  12 — 28
2. Lágy aczél 2. « +  51 0
3. « + 5 1 0
3. Rideg aczél 1. 0 - 2 4 - 4 3 - 4
26-2 mm hosszú 2. « + 2 3 0
10‘2 « átm. 3. « + 2 3 0
4. 9 aczéldrót egy 1. « +  12-5 +  3
kötegben 2. « + 3 8 — 2
3. <( + 3 3 0
5. U. az 4 nap m úlva 1. « + 5 0 0
A számok azt mutatják, hogy a m elegítés és lehűtés egy cziklusa 
a  m ágnest tartós állapotba hozza; ekkor a lehűtés a mágneses 
momentumot 30-—50% -al növeli s az újra melegítés eredeti érté­
kére viszi vissza.
A gázoknk\ Quincke kísérleteit említjük,*** a ki meghatározta, 
hogy a levegőnél és oxygénnél a mágnesség intenzitása a hőmér­
séklet emelkedésekor csökken.
* Beibl. XX, pag. 886; 1897.
** Chem. News. LXXI, pag. 199; 1895.
*** Wied. Ann. XXXIV, pag. 401; 1888.
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A testeket mágneses magatartásukra nézve F a r a d a y  paramág- 
neses és diamágneses testekre osztja, a szerint, a mint elektro­
mágnes sarkai közé helyezve axiálisan, vagy arra merőlegesen 
helyezkednek el. Paramágneses test a gázok közül egyedül az 
oxygén; folyós állapotban is paramágneses, mágnessége körül­
belül 0 -001-e a vas mágnességének; a folyós levegő is paramág­
neses, de mágnessége gyöngébb, mint az oxygéné; * a levegő gáz­
állapotban diamágneses. Paramágneses anyagok : Fe és vegyületei, 
Ni, Co, Mn, Cr, Ce, Ti, Pt közönséges állapotban; diamágneses 
anyagok: Bi, P, Sb, Zn, Hg, Pb, Ag, Cu, Au, Pt tisztán, Te, Se, 
S, H, HjO, C_2H60, levegő.
D e w a r  megvizsgálta még az egyes gázok mágneses viselkedését 
más gázokban.** Táblázata :
Levegő­ Szén­ Hydroxyd­ Széngáz­
ben dioxyd ban ban ban
Levegő — _ „  0 + + gyenge +
Nitrogén ... .... _ — — -—-erős —
Oxygén _ _. _ -  + + +erős +erős
Széndioxyd ... — 0 — —gyenge
Szénoxyd „  ... .„ — — — —gyenge
Nitrogénoxyd _  ... —gyenge + +
Aethylén ........ _  — — — —
Ammoniak .... ... — — —
Úgy látszik, minden gáznak megvan a határozott mágneses visel­
kedése a többi gázokkal szemben.
Az előadottak legfontosabb eredményeit abban foglalhatjuk 
össze, hogy a mágnesi intenzitás a hőmérséklettel egyenlő értelem­
ben változik; igen magas hőmérsékleteknél igen kicsi, igen mély 
hőmérsékleteknél igen nagy az intenzitás.
* Dewar, Engineer LXXV, pag. 88; 1893.— M. Ph. L. II, pag. 148; 1893.
** Engineer LXX1II, pag. 516; 1892.
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26. §. A testek optikai tulajdonságai.
A színképre és a fénytörésre fogunk kiterjeszkedni.
Izzó gázoknak és gőzöknek rendesen vonalas színképeik van­
nak, míg a folyékony és szilárd testek színképe folytonos. A  lég­
nemű testek színképe változhatik és pedig befolyással lehetnek rá 
a sűrűség és a hőmérséklet.
A sűrűség hatása abban nyilvánul, hogy ennek növekedésével 
a  színkép veszít vonalas képéből s közeledik a folytonos felé. Hogy 
vájjon van-e folytonos átmenet a két eset között, még egy kísér­
let sem vizsgálta meg; mindenesetre fontos volna ismerni e vál­
tozást a halmazállapot átmeneteinél s különösen a kritikus pont 
körül.
Ugyanazon gáz színképének változását a hőmérséklettel Plücker 
és Hittorff mutatták ki.1 B u n s e n  u . i. azt állapította meg,2 3 hogy 
a hőmérsékletnek, legalább tág határok közt, nincs befolyása 
a színképre; az említett kutatók Geissler-csövek segélyével meg­
vizsgálták a hőmérséklet ezen hatását s azt találták, hogy alaeso- 
n yabb hőmérsékletnél és gyönge kisütéseknél sávos színkép kelet­
kezik, magas hőmérsékletnél és erős kisütés mellett vonalas színkép 
jelentkezik; a kétféle színkép között nincsen folytonos átmenet. 
Ha a hőmérséklet és a nyomás igen magasak, folytonos színképet 
kapunk.
A hőátbocsájtó képességgel analóg viselkedést találunk a fény- 
átbocsájtóképességben; a színképekben ez, mint abszorpcziós 
színkép jelentkezik. Megemlítjük itt Dewar eredményeit, melyek 
szerint a folyékony oxygén abszorpczióspektruma tisztán mutatja 
az A, B  vonalakat, a folyós hydrogénnek pedig nincs abszorpcziós 
spektruma.8 Dewar azt is kimutatta, hogy a testek fajlagos ab- 
szorpczió képessége a hőmérséklettel nagyon változik; 4 a —190° G. 
hőfokra hűtött testek színe megváltozik.
1 Phil. Tran«. 1805.
2 Pogg. Ann. 1860; 1861.
3 Beibl. XXII, pag. 515; 1898.
4 Chem. News. LXXI, pag. 192; 1895.
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A  törésmutatót  a  g á z o k  s z á m á r a  e l ő s z ö r  B i o t  é s  A r a g o  h a t á r o z t á k  
m e g  *  * s  b i z o n y o s  s z a b á l y s z e r ű s é g e k e t  i s  i p a r k o d t a k  m e g á l l a p í t a n i ;
s z e r i n t ü k ,  h a  k  a  g á z  t ö r é s m u t a t ó j a ,  cl a  s ű r ű s é g e ,  a k k o r  a  — ^ —  
k i f e j e z é s  á l l a n d ó ;  t o v á b b á :  v e g v ü l e t e k r e  k ö z e l í t ő l e g ,  k e v e r é k e k r e  
p o n t o s a n  é r v é n y e s ,  h o g y  a  t ö r ő k é p e s s é g  ^ — j  a  r é s z e k  t ö r ő ­
k é p e s s é g e i n e k  ö s s z e g e .  K é s ő b b i  v i z s g á l a t o k  k i d e r í t e t t é k ,  h o g y  a  
t ö r ő k é p e s s é g  n e m  á l l a n d ó  s  k ü l ö n ö s e n  a  f o l y é k o n y  á l l a p o t b a  v a l ó  
á t m e n e t e i n é l  v e s z t i  e l  f o l y t o n o s s á g á t ;  a  k i f e j e z é s  á l l a n d ó s á g a  e g y i k  
h a l m a z á l l a p o t b a n  s e m  é r v é n y e s ;  a  v e g y ü l e t e k r e  a d o t t  ö s s z e f ü g g é s  
p e d i g  t e l j e s e n  é r v é n y t e l e n .
A  t ö r é s i  v i s z o n y o k r a  n é z v e  e g y e t l e n  p o s i t i v  i s m e r e t ü n k  a z ,  h o g y  
a  t ö r é s m u t a t ó  a  l é g n e m ű  t e s t e k n é l  a  h ő m é r s é k l e t  e m e l k e d é s é v e l  
s  a  s ű r ű s é g  c s ö k k e n é s é v e l  a l á s z á l l ;  u g y a n e z e n  k ö r ü l m é n y  j e l e n t ­
k e z i k  a  f o l y é k o n y  t e s t e k n é l  i s ;  a  s z i l á r d  t e s t e k  t ö r é s m u t a t ó j a  l e g ­
t ö b b n é l  n ö v e k s z i k  a  h ő m é r s é k l e t t e l ,  n é h á n y n á l  c s ö k k e n .  A  v á l ­
t o z á s o k  t ö r v é n y e i  a z o n b a n  i s m e r e t l e n e k .
G a l i t z i n e  a  k ö v e t k e z ő  e s z k ö z t  s z e r k e s z t e t t e ,  m e l y l y e l  a  t ö r é s ­
m u t a t ó  v á l t o z á s á t  a  k r i t i k u s  h ő m é r s é k l e t i g  l e h e t  k ö v e t n i . *  A  f o l y a ­
d é k  t e l í t e t t  g ő z é v e l  e g y ü t t  h e n g e r e s  ü v e g c s ő b e  v a n  b e z á r v a ;  a  
c s ö v e t ,  m i n t  h e n g e r e s  l e n c s é t  h a s z n á l j a .  A  c s ő  e l ő t t  i s m e r e t e s  t á ­
v o l s á g b a n  l e v ő  h o m á l y o s  ü v e g r e  v é s e t t  k é t  p a r a l l e l  v o n a l  k é p é n e k  
t á v o l s á g á t  f i g y e l j ü k  m e g ,  m i u t á n  a  s u g a r a k  a  g ő z b e n ,  i l l e t ő l e g  a  
f o l y a d é k b a n  m e g t ö r e t t e k ;  e b b ő l  a  t ö r é s m u t a t ó  k i s z á m í t h a t ó .
A  k ö v e t k e z ő k b e n  m é g  ö s s z e á l l í t j u k  n é h á n y  f o l y ó s í t o t t  a n y a g  
t ö r é s m u t a t ó j á t :
F o l y ó s í t o t t  l e v e g ő  nD
« s e t h y l é n  n D
« n i t r o g é n o x y d u l  nD 
a o x y g é n  nD
(( « > Ifcék i
<( 1 i vörö:
=  1-2062 (Dewar)
=  1-3632 «
=  1"3305 «
=  D 2236 (Dewar-L iveing) 
d =  1-2249 (i «
«=1-2211
* Gilb. Ann. XXV, XXVI; 1807.
** Beibl. XIX, pag. 122; 1895.
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Folyósított oxygén llTh =  1 *2219 (Dewar-Liveing)
« « UNu =  1-2314 « «
« (( UNa =  1*2217 (Olszewski-Witkowski)
« « nLi =  1-2213 « «
« « Un =  1*2236 « ((
27. §. Összefoglalás.
Feladatunk volt a testek physikai tulajdonságainak tárgyalása 
oly módon, hogy lehetőleg feltűntessük azon új szempontokat, 
melyek a kutatásokba ÁNDREWS-nak a kritikus viszonyokról tett 
felfedezése folytán léptek be.
Andrews fölfedezésének hatását a következőkben foglalhatjuk 
össze. Egységes képet nyertünk a légnemű testekről, kimutatván 
a légnemű és folyékony állapotok között létezhető folytonos át­
menetet ; kutatásokra indított, melyek a folyékony és szilárd testek 
hasonló viszonyait iparkodnak földeríteni; egyszersmind rámuta­
tott azon vizsgálatok fontosságára, melyek a physikai tulajdonság­
jelzők változásait a halmazállapotváltozások s itt is különösen a 
kritikus pont környezetében kutatják; a kísérleteknek egészen új 
irányát jelölte ki, mely a gázok folyósítását tűzte ki czélul s mely­
nek következményeképen megnyílt az experimentális kutatások 
előtt az új tér, melyen a testek tulajdonságaival is igen mély hő­
mérsékleteken meg lehetett ismerkedni.
Ezen hatások egy részéről már szóltunk az előbbi összefoglalá­
sokban (10 és 16. §.); most azon eredményekről akarunkáttekintést 
szerezni, melyeket a kísérletek a physikai tulajdonságjelzők vál­
tozásairól még pedig különösen a halmazállapotváltozások és az 
extrem hőmérsékletek körül megállapítottak.
A közös tulajdonság, a mit e tulajdonságjelzőkről tapasztal­
hattunk, az, hogy nem állandók; kerestük azután a változások­
nak a hőmérséklettel és a nyomással való összefüggését.
Láttuk, hogy a változások a legerősebbek és a legszabálytala­
nabbak akkor voltak, mikor a test halmazállapotát megváltoztatta; 
a halmazállapotváltozások egyik neme a kritikus állapotváltozás,
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ad, úgy látszik, ez alól kivételt képez; kevés esetben terjeszkedtek ki 
ugyanezen pontra a vizsgálatok, de ezek arra mutatnak, hogy a kri­
tikus halmazállapotváltozásnál a tulajdonságjelzők változásai folyto­
nosak. A maga teljességében ez csak a sűrűségnél derült ki, a melyről 
tudjuk, hogy mialatt a telített gőz eléri kritikus hőmérsékletét, és 
gázállapotba megy át, sűrűsége folytonos módon változik. Vannak 
még egyes körülmények, melyek szintén ezen folytonosságra mu­
tatnak. A folyósított gázok kiterjedési koefflcziensei a hőmérsék­
lettel együtt tetemesen nőnek és többnyire még távol elgőzítési pont­
juk alatt már elérik a légnemű testek kiterjedési koefficzienseinek 
nagyságát; azonban a nyomás növekedésével csökken a kiterjedési 
koefficziens s így e két eredmény egybevetéséből várhatjuk, hogy 
ha az illető folyadékok hőmérsékletei és nyomásai kritikus hőmér­
sékleteik és nyomásaik felé közelednének, a kiterjedési koefficzien- 
sek értékei újra közelednének azon értékekhez, melyeket a testek 
légnemű állapotban mutatnak. Az elgőzítési meleg nem a kritikus 
hőmérsékleten lesz hirtelen zérussá, hanem közeledve hozzá, foko­
zatosan csökken. Épígy a folyadékok fajhője, a mint közeledünk 
a kritikus hőmérséklethez, már csökkenést mutat, míg attól távo­
labb növekszik.
Az olvadásnál és gőzölgésnél ellenben a változások ugrásszerűen 
történnek. A kiterjedés e pontokban hirtelen változik s igy a 
sűrűség is; az elektromos ellenállás hirtelen nagyobb, vagy kisebb 
lesz stb. Mindezen körülmények csak annál fontosabbá teszik a 
kérdés direkt megvizsgálását, a mire eddig a kísérletek nagyon 
kevés számmal terjeszkedtek ki. A tény különben megegyezésben 
lenne felfogásunkkal, mely a kritikus pontot épen a folytonos 
átmenet által különbözteti meg a halmazállapotváltozás többi 
pontjától.
A mint a halmazállapotváltozás pontjaitól távozunk, a tulaj­
donságjelzők változásának hirtelensége és esetleg szabálytalansága 
csökken. Az idevágó jelenségek legjobban a légnemű testeknél 
ismeretesek; itt számos direkt kísérlet mutatja, hogy a telítéspon- 
toktól távolabb a változások szabályosabbak. De a szilárd testek­
nél is láttuk, hogy egyenletesebb azon test kiterjedése, melynek
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olvadáspontja magasabban van; a folyadékoknál azon testé, mely­
nek gőzölgési pontja messzebb esik. Épen, mivel a gázok sűrítés­
pontja, a szilárd testek olvadáspontja, a közönséges hőmérsék­
letektől igen távol vannak, tekinthetők a kiterjedések a 0— 100° 
közben nagy közelítéssel egyenleteseknek. A hydrogén kiterjedése 
minden gázénál egyenletesebb, mert folyósítási pontja legmélyeb­
ben van ; analógok miatt használhatjuk a higanyt a normális hő- 
mérsékleti közben elég nagy pontossággal hőmérő anyag gyanánt.
A változásoknak tényleges törvényeit még nem ismerjük. Álta­
lános érvényességű törvényeink csak a légnemű testeknél vannak, 
ezek is azonban ideális törvények ( B o y l e - M a r i o t t e  s  G a y - L u s - 
s a c  törvénye), melyeknek nagyobb közelítésű érvényességéről 
épen a kritikus hőmérséklettől igen távol levő gázoknál s első sor­
ban a hydrogénnél lehet szó. Az összefüggések átvitele a folyékony 
és a szilárd testekre még nem sikerült. Elméleti alapon próbálja 
a kérdést megoldani V a n  d e r  W a a l s , kinek megfontolásaival 
ezután fogunk megismerkedni.
A kutatások azon iránya, melyek a tulajdonságjelzőket igen 
magas és igen mély hőmérsékletig vizsgálta, szintén fontos ered­
ményekkel járt. Az elektromos ellenállás a tiszta fémeknél növek­
szik igen magas hőmérsékletekig, a nagyon mély hőfokoknál pedig 
0 felé közeledik; ugyanígy a fajhő is igen mély hőmérsékleteknél 
0 -hoz közeledik; a színkép nagyon magas hőmérsékleteknél vál­
tozást szenvedhet, nagyon mély hőmérsékleteknél megváltozik az 
abszorpczióképesség; a mágneses momentum nagyon magas hő­
mérsékleteknél csökken, nagyon alacsonyaknál növekszik. Még ke­
vés az eredmény, de sok fontos van már közötte. Igen fontos azon 
eredmény, melyet D e w a r  nyert a fémek molekuláris összetarto­
zására nézve; * kimutatta u. i., hogy a fémek molekuláris össze- 
tartozósága jelentékenyen emelkedik az igen alacsony hőmérsék­
leteknél. Ezen körülmény a molekuláris hőelmélet szempontjából 
is különös fontosságú.
A kutatásoknak ezen mély hőmérsékleti viszonyok körében is 
még tág tere van. Péch Aladár.
* Chem. News. LXXI, pag. 199; 1895.
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A r-FÜGGVÉNY EGYIK TULAJDONSÁGA.
1. Az analízisben szereplő legtöbb függvénynek megvan az a 
tulajdonsága, hogy a független változó, az illető függvény és e függ­
vény bizonyos meghatározott számú differencziálhányadosa közöli 
algebrai egyenlet áll fenn. Más szóval: ezek a függvények eleget 
tesznek egy
G(x; y, y', y", . . ., yn) =  0
algebrai diífereneziálegyenletnek, melynek együtthatói .r raczioná- 
lis függvényei. A F függvénynek az a nevezetes tulajdonsága van, 
hogy ilyen algebrai differencziálegyenlelnek nem lenz elegei.
Weierstrass volt az első, a ki erre élő szóval figyelmeztetett, Hol­
der *  pedig 1887-ben a tételt be is bizonyította. Azóta Moore ** 
foglalkozott ezzel a kérdéssel és a F-függvényen kívül még két — 
lényegben a FREEDHOLM-íéle transzczendenssel megegyező — ana- 
lytikai függvényre mulatta ki ezt a nevezetes tulajdonságot.
A következőkben a HöLDER-féle gondolatmenet n é m i  egyszerűsí­
tésével bizonyítjuk be ezt a F -fü g g v é n y re  vonatkozó tételt. A F r e e d - 
noLM-féle transzczendensrc vonatkozólag ugyancsak a H öL D E R -féle 
e l j á r á s  alkalmazható.
2. A tétel bebizonyításánál aF-függvénynek egyetlen tulajdonsá­
gára van szükségünk, arra, a melyet kézikönyveink a F-függvény 
első tulajdonságának neveznek. Ez a következő:
F(íc+ 1) =  xY(x).
* H o l d e r : Über die Eigenschaft der Gammafunctionen etc. Math. Ann.
28. p . 1.
** E. H . Moore : On transcendentally transcendental functions. Math. 
Ann. 48. p. 49.
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Ebből ered a következő :
r(a?+ l) r'(a?) 1 _
r(® + i)  r  (x) x
Ha a P-függvény logarithmikus differencziálquoliensét y>(./:)-el 
jelöljük, akkor tehát:
<p (JK+1) =  <p(x) +  J.
és általában :
^ ‘»(íc+ i ) = f (fc,(^) +  ^ r -  1)
Először azt mutatjuk meg, hogy <p (x) nem tehet eleget olyan 
algebrai differencziálegyenletnek, melynek együtthatói x  raczionális 
függvényei.
3. Tegyük föl az ellenkezőt. Azon algebrai diíferencziálegyenletek 
közül, melyeknek <p eleget tesz, szemeljünk ki olyant, melynek bal­
oldala, mint a (határozatlant jelölő)
y, y', y", • • •
raczionális egész függvénye, a legalacsonyabb fokú. Legyen ez a 
fokszám m. A mennyiben pedig ilyen is több lehetséges; szemel­
jük ki ezek közül azt, a melyben az w-edfokú tagok száma a leg­
kisebb.
Ez a legkisebb tagszám legyen r. Akkor tehát a kiszemelt diffe- 
rencziálegyenlet ilyen alakra hozható :
G =Pt+ R , (x) l \ + ■ ■ ■ + B r ( X)  P r+ [m -1]=0 2)
a hol a P  függvények ilyen alakúak:
ila"(y')a'(y")n*- ■ ■ 3)
« I , - + O f g  +  • • •  = 7 7 1
az \ m  1] pedig az //, y ’, y " , . . . m-nél alacsonyabb fokú egész függ­
vénye és az Pi függvények az x  raczionális függvényei. Ha a 2) alatti 
diílerencziálegyenletet kielégíti a akkor <p(x-\-\) kielégíti azt 
a diff'erencziálegyenletet, a mely 2)-ből az által keletkezik, hogy x  
helyett ,r+ 1 -ct és y (./■), y\x), y " (x ) , .. . helyett ?/(.«+1), ?/'(*+1),
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;/"(.»:+1), . . . ieszszük. Azaz, nemcsak:
G \x , <p(oc), tp (x ), <p (a), . . .] — 0,
hanem egyúttal
(r x  1; <p (x + 1), <p\x-\-\), ^ "(a i+ l), . . =  0
algebrai egyenlet is fönnáll; tehát fönnáll a
H — G IjJC-j-l; <p(x-\-l), <p'(*+1), . . . ]  —
— G [x; <p (x ), <p\x), . . .] =  0 4)
egyenlet is. Helyettesítsük itt a <p (x-f-1), f'(x -\-\) , . . . helyett az
1) alatti egyenletben foglalt értékeket. Szemeljünk ki egy m ed- 
fokú tagot. Legyen ez:
Pk{x)=<pa"{oc) [<pXx)]n' [<p"(x)]a‘. . . [<p™(x)T*. 5)
«o + «! + ••• + an= m
Ebből a következő lesz:
I \  ('*-'+ 0 —
i r 1 1 “' r i
? (* > + -- ]  V W - # ]  y ( - 'r ) + ^
(— IV1?(n,(*>+wr =  Pk(x)+[rn—1 . 6)
Ebből következik, hogy a 4) alatti egyenlet baloldalán a /'-gyei 
jelöli m-dimenziós tag, melynek együtthatója 1 volt. nem fordul 
már elő. A / \  pedig, melynek eredeti együtthatója a 2)-ben Rk(x) 
volt, a 4)-ben
Rk (x+  \ ) - B k(x)
együtthatóval lép fel. A tp (x) tehát eleget tesz egy oly
II  (x ;//,//'.//"»■■ 0 = 0  7)
algebrai differencziálegyenletnek, melynek baloldala mint az //, //', 
?/", . . . egész függvénye m-nél nem magasabb fokú és kevesebb m- 
dimenziós tagot tartalmaz, mint az eredeti G. Ez pedig feltevé­
sünkkel ellenkezik; tehát kell, hogy a II  egész függvény azono­
san tűnjék el, azaz minden együtthatója 0  legyen.
Vizsgáljuk meg ezeket az együtthatókat. Kell tehát, hogy minden
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R k(x+  l ) - f l *(® )=0
legyen minden a:-nél. Ebből következik, hogy általában
llk{x+m)=Jik(x),
a hol ni tetszés szerinti egész szám. Az 7l/£(.r) raezionális függvény­
nek szakaszosnak kellene lennie, a mi csakis akkor lehet, ha ez a 
raezionális függvény a;-tői független. Az első eredményünk tehát 
az, hogy a G egész függvén]) legmagasabb fokú tagjainak együtt­
hatói állandók.
Vizsgáljuk most meg a /.7-ban fellépő m —1-edfokű tagokat. Mi­
dőn az 5) alatti kifejezésben .ehelyett x -f-1-et tettük; a b) alatti ala­
kot kaptuk. Szemeljük ki azt a P  tagot, a melyben a legmagasabb- 
rendű dífferencziálhányados. fordul elő és ha ilyen több van, ezek 
közül azt, a melyben a legmagasabb halványon van ez a legmaga­
sabb rendű différencziál hányados. Legyen ez a tag :
P(x) = <p(aj“"
Ha helyett x-\- 1-et teszszük, ebből
P (x+ l) =  <p(x) -f -J: — ^  <p"(.v) + - ^
f—11”
lesz. Ebből keletkezik a kiszorzásnál a következő ni— 1-edfokú
~ % -r -1>  (*)]“• W '(-«)]“* • • • 8)
lag is:
Ehhez hasonló tag csakis olyan P-ből keletkezhetik, a mely 
ilyen alakú:
<p(l) (x) <p (x)a" [<p'{oé)]aI . . .  [<pn(x)\an~x 
és l az n-től különböző. Az ebből keletkező, 8)-hoz hasonló tag:
( - 1 / [ip (*)]«• [<p'(«)]“• . . .
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A 8)-hoz hasonló tagok együtthatói tehát az x-et a nevezőben 
alacsonyabb hatványon tartalmazzák, mint a 8) alatti kifejezés.
A 8)-hoz hasonló tag keletkezhetik még a 4) alatti egyenletben 
a 2) alatti egyenlet egyik m — 1-edfokn tagjából is. Ha ugyanis az 
[m— l]-nek egyik tagja :
R (X) <p (;X)“« [<p\x)]a' . . . [<p{n\x)]an~i, 
akkor ebből a 4)-ben a következő lesz:
[ fí(x + í)—R  (,r)] <p (a-)“»[f'(.r)]“«. . .  [<pin\x)}u''~K
A 8) alattihoz hasonló tag együtthatója a 4) alatti egyenletben 
tehát ilyen alakú :
x" , +  ~ r  + -~  + R ( x + i) - R ( x ) , 9)
a hol Aj 0-tól okvetlenül különbözik. Ennek kellene minden x  ér­
ték mellett eltűnnie. Az
elül álló résznek egyetlen pólusa 5C= 0 ; tehát a 9) alatti kifejezés 
csakis akkor tűnhetik el, ha 7?(.T-f-l)—i?(íc)-nek is pólusa, még 
pedig egyetlen pólusa .r= 0 . Ez pedig lehetetlen. Ugyanis kellene, 
bogy vagy R  (.r'-nek vagy R  (íc+l)-nek .r= 0  pólusa legyen.
Tegyük fel általában, hogy a természetes számsorban p  a leg­
nagyobb és q a legkisebb egész szám, a melynél R(x) végtelenné 
válik. Megengedjük n p = q -t  is. Akkor
R (x-\-\)—R (x)-
nek okvetlenül egyik pólusa p, mert p pólusa i?-nek, de p-\-1 már 
nem az; és egy másik pólusa okvetlenül q — 1, mert q—1 pólusa 
/f (.i-j-1)-nek, de nem pólusa 7t(a;)-nek. Ebből látszik, hogy 
/í( .r+ l)—i?(ar)-nek legalább 2 pólusa van; tehát a 9) alatti kife­
jezés nem lehet azonosan 0 . Ezzel tehát he van bizonyítva, hogy 
tp (x) nem tehet eleget algebrai differencziálegyenletnek.
4. A bebizonyítást most már könnyen befejezhetjük. Tegyük fel
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ugyanis, hogy F eleget tesz egy algebrai differencziálegyenletnek, 
azaz fennáll ilyen egyenlet:
G(x; r , r ',  r " , . . f <«>) =  o io)
vagyis a I' függvény eleget tesz ezen algebrai differencziálegyen- 
letnek:
G (x, y, y', . . ., y (n)) =  0 . 11 )
Helyettesítsük
y '= y z
y"= íj'z-\-yz'= y (z*-\-z') 14)
és általában
y{k) — y / )
a hol Z  a z, z', . . ., z(fc_1> raczionális egész függvénye. A l l )  alatti 
egyenlet a következő alakúvá lesz:
Gx (x; y, z, z z " ,  . . ., z'”- 11) — 0 , 13)
mely ki lesz elégítve, ha y= V  és z=<p teszszük, mert hiszen a 14) 
alatti egyenleteknek ezek a függvények megfelelnek. Ez a 13) alatti 
egyenlet nem lehet identitás oly értelemben, bogy az y hatványai­
nak együtthatói minden z függvény esetében azonosan eltűnnének; 
mert akkor a 11) alatti egyenletnek is azonosan kellene minden y 
mellett eltűnnie; mert hiszen ha z egészen tetszőlegesen választ­
ható, akkor a 12) alatti egyenletekből y -nak is egészen tetszőleges 
értéke adódik ki.
A 13) alatti egyenletnek az y -1 okvetetlenül kell tartalmaznia, 
mert különben algebrai differencziálegyenlet volna a z függvényre, 
melynek egyik megoldása w lenne, a mi pedig lehetetlenség. Ha 
tehát a F függvényre vonatkozólag fennáll a 10) alatti egyenlőség, 
akkor kell, hogy a F függvény eleget tegyen egy 13) alakú algebrai 
differencziálegyenletnek, melyben y okvetlenül előfordul ész,z ',. . . 
a 12) egyenletből következnek.
Szemeljünk ki az összes, lehető, 13) alatti egyenletek közül 
egyet, a melyben y a legalacsonyabb hatványon szerepel, és legyen 
az ilyen alakú:
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yn+A,y'> i+ A ^ r  2+  • + An= 0 , 14)
A F-függvény egyik tulajdonsága. 2 1 1
a hol az A együtthatók az x  és z, z', z", . . .  raczionális függvényei. 
Ezen egyenlet differencziálásával és a 12) alatti egyenletek figye­
lembe vételével
//"+/-,?/" i+ B i y» -* + ---+ B n = 0 15)
egyenletre jutunk, a hol
n z . Bi=A'i+(n—i) Atz.
A 14) és 15) egyenletekből pedig következik:
C tir ^  +  C ^ r  *+--- +  Cn=o, 16)
a hol
Ci—A'i—iAiZ.
Föltételünk szerint a 14) alattinál alacsonyabb fokú egyenlet a 
F-ra nézve-nem létezik, tehát kell, hogy minden :
Ci=A'i—iAiZ=0  17)
legyen, és pedig identikusán, mert különben a (p ezen ( , ',= 0  algeb­
rai differencziálegyenletnek tenne eleget.
Az A együtthatók közölt okvetlenül vau olyan, mely 0-től kü­
lönbözik; legyen egy ilyen együttható pl. Ai, vagy részletesebben 
írva:
Ai{X, Z, Z', . . ., Zr).
Az el nem tűnő A együtthatók közül azt szemeltük ki, mely a 
z-ket is tartalmazza. Ilyennek is kell okvetetlenül lennie, mert kü­
lönben a F függvény algebrai függvény lenne.
Ha az A ,-ben a z differencziálhányadosai közül a legmagasabb 
rendű az r-dik, akkor arra az A;-re alkalmazva, a 17) alatti egyen­
let a következő alakú:
OAt
ßztr>
2<r+l)_j_ 2 dAi
őz"''
~(/c+l) +
dA
dx =  íA íz. 17 a)
Ennek az egyenletnek identikusnak kell lennie, azaz minden z 
függvényalak mellett fönn kell állania. Válaszszák az x u kezdő 
érték mellett a tetszőleges z függvény kezdő értékeit, a
Z o ,  z’o, z'á, • - ., 4 r)
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állandókat úgy, hogy
<)A,
3z<r>
ezen kezdőértékek mellett O-tól különbözzék. A z(r+1) kezdőértéke 
akkor mindig választható oly módon, hogy a 17a) alatti egyenlet 
ne legyen kielégítve. Ezzel be van bizonyítva, hogy a 1G) alatti 
egyenlet együtthatói nem tűnhetnek el azonosan, vagyis : olyan 
algebrai differencziálegyenlet, melyet a V függvény Melegítene, 
nem lehetséges.
Beke Manó.
HÁROM TETRAÉDER HIPERBOLIKUS KAPCSO­
LATBAN.
(Második és befejező közlemény.)
5. Az előbbivel kapcsolatos sugárkongruencziák.
Ama hiperbolikus sugársornak, melybe a p', q', r', s' tartozik, a 
//, //,, //2, . . .  polárrendszerek mindenikében megfelel egy-egy hiper­
bolikus sugársor. Ezen oo2 számban levő sugarakat 7-es sugaraknak 
nevezzük. Ezek egy K, sugárkongruencziát alkotnak. Ugyanez áll a 
/ / ' hiperbolikus másodrendű felület másik alkotó-sorának meg­
felelő //-es sugarakról, melyek a Kn sugárkongruencziát alkotják.
E kongruencziák az előbbivel és egymással szoros kapcsolatban 
állanak.
Elég lesz különösen egyikkel, pl. a 7tr gyel foglalkoznunk.
Ennek rendjét a következőképen állapítom meg. A tér tetszőleges 
X  pontjának a ÍJ, líx, /72, . . .  polárrendszerekben megfelelő síkok 
egy x' elsőrendű síksor elemei. Az x' egyenesen keresztül a / / '  
felülethez két érintő sík tehető, melyek mindenike tartal­
mazza a p'q'r's' sugársor egy elemét. Tehát van két oly polár- 
rendszer Ili és fit, melyben £,:, illetőleg ~k pólusa X; e polár­
rendszerekben a ill. minden egyenesének és így a p'q'r's' . . .  
sugársorban levő egyenesének megfelelője is az X pontban van.
E szerint a tetszőleges X pont. a K, kongruenczia két elemét 
tartalmazza.
Ép így a tetszőleges a síknak a ÍI, ÍI{, /72, . . .  polárrendszerek­
ben megfelelő pólusok geometriai helye egy I: harmadrendű görbe, 
mely a H' felületet legfölebb hat pontban metszi; az előbbivel ana­
log okoskodás alkalmazásával tehát belátjuk, hogy e a sik a K  
kongruencziának hat elemét tartalmazza, vagyis az hatodosztályú.
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Minden bebizonyítás nélkül világos, hogy a II, Hit / /2, . . .  felüle­
tek nyolcz közös pontja szinguláris pontja a /épnek is.
Hogy a I' komplexus főpontjai is szinguláris pontjai e kongruen- 
cziának, azt a következő megfontolás mutatja. Az LMNO  közös 
polártetraédere a fl, II,, II,, polárrendszer-sornak, mindenik szög­
pontja duplapontja e polárrendszer-sorba tartozó egy elfajult 
polárrendszernek, azaz olyannak, melynek alapfelülete egy másod­
rendű kúp. Ily polárrendszerben a p 'q 'r 's '. . .  hiperbolikus sugár­
sornak ha egy eleme sincs az illető dupla pontban — megfelel 
ama dupla pontban egy másodrendű kúp alkotó sora. Ámde akkor 
e kúp minden alkotója a /épbe tartozik.
És így látjuk, hogy a Km  és Kt szinguláris pontjai közösek.
Még egyszerűbben belátjuk ezt, ha tekintetbe veszszük, hogy a 
fi'q 'r '... sugársorba tartozó tetszőleges x '  egyenes pontjaihoz a 
II, II,, / ! , , . . .  polárrendszerekre nézve többszörösen konjugált su­
garak vezérvonalai azon sugársornak, mely az x' polárisaiból 
alakul. r
E pont eredményei röviden összefoglalva :
A p 'q 'r 's '. . . hiperbolikus sugársornak a II, II,, ff2, ■ ■ ■ polár- 
rendszerekben megfelelő sugársorok egy másodrendű és hatod- 
osztályú Kj sugárkongruencziába tartoznak, melynek szinguláris 
pontjai a II, II,, II , , . . . felületek nyolcz közös ponlja, valamint e 
polárrend'szerek közös polártetraéderének szögpontjai.
II. Különös eset.
Az eddigiek után át kell térnünk a már érintett különös eset 
tárgyalására, midőn a p 'q 'r 's '. . .  hiperbolikus sugársor minden 
eleme a 1’ komplexbe tartozik. Erre nézve azonban néhány tételt 
kell előre bocsátanunk.
G. Projektiv hiberbolikus sugársorok.
Ha kétprojektiv hiperbolikus sugársor, R  és R ,, olyan, hogy — 
bár különböző II és II, másodrendű felületeken vannak és nem 
tekinthetők kétperspektiv tér megfelelő alakzatjainak — mindenik 
sugaruk metszi a megfelelőjét, de megfelelően közös elemelet nem
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tartalmaznak, akkor e két sugársor vagy egy elsőrendű 'pontsor­
hoz, vagy egy elsőrendű síksorhoz perspektiv.
Feltéve, hogy az R  és sugársorok nem perspektivek egy első­
rendű pontsorhoz, kimutatjuk, hogy a megfelelő egyenesek met­
széspontjai egy harmadrendű görbét alkotnak.
A megfelelő e és ex sugarak S metszéspontjából projicziálván 
úgy az R, mint / sugársort, két projektiv elsőrendű síksort ka­
punk, melyeknek képződményük egy másodrendű kúp.
E kúp minden alkotója két megfelelő sugár metszéspontját pro- 
jicziálja és fordítva : ily metszéspontot S-ből projicziálván, e kúp 
egy alkotóját kapjuk.
Ha mármost egy másik f  és /j, megfelelő sugárpár 7’metszés­
pontjából ugyanígy projicziálom az R  és //, sugársorokat, ismét 
két projektiv elsőrendű siksort kapok, melyeknek képződményük 
újból egy másodrendű kúp, mely a megfelelő sugárpárok metszés­
pontjait, így az .S'-et is projicziálja.
De ekkor e két S  és T  kúp, melynek S T  közös alkotója, egy­
mást oly harmadrendű görbében metszi, mely az R és R t megfelelő 
sugarainak metszéspontjait köti össze.
Az [e et] sík már most e harmadrendű görbéből az S  ponton 
kívül még két. pontot metsz ki, mely rajta van úgy az R, mint az 
Rv azon vezérvonalán, mely ezen síkban van, és így e két vezér­
vonal összeeső, legyen v.
Ezen közös vezéregyenes minden síkja két megfelelő sugarat 
projicziál az ü-ből és /í,-bői; mert tartalmazza közös pontjukat és 
ezen v vezérvonalon levő pontjaikat. Ezzel a kimondott tétel be 
van bizonyítva.
Lehetséges, hogy az Fűnek és jRj-nek van egy vagy két meg­
felelően közös sugara. Fia egy ilyen van, úgy az említett harmad­
rendű görbe degenerál e közös sugárra és egy kúpszeletre, mely­
hez a két hiperbolikus sugársor perspektiv. Fia két megfelelően 
közös sugár van, úgy az említett harmadrendű görbe ezen két 
sugárra és egy közös vezéregyenesre degenerál, ekkor a két sugár­
sor perspektiv ezen utóbbi elsőrendű pontsorhoz és egyszersmind 
egy elsőrendű síksorhoz.
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A tételben említett két esethez képest ez utóbbiakat átmeneti 
formáknak nevezzük.
7. A másodrendű és másodosztályéi súg árkom,plexus hiperboli­
kus sugársorairól.
Ha a r  komplexus a A és projektiv terek képződménye és e 
meg el e terek két megfelelő egyenese, úgy ezek vagy métszik egy­
mást vagy nem. Ha metszik egymást, úgy mindkettő beletartozik a 
komplexbe; ha nem, úgy egyik sem tartozik bele.
Mindkét esetben e két egyenes két megfelelő pontsornak és sík­
sornak sorozója. Az első esetben a megfelelő pontsorok képződmé­
nye egy másodosztályú komplexus-görbe, melynek minden érintője 
komplex-sugár, míg a megfelelő síksorok képződménye egy másod­
rendű komplex-kúp, melynek minden alkotója komplexus-sugár.
A második esetben a két pontsor képződménye egy a komplexusba 
tartozó hiperbolikus sugársor, mely egyik alkotó sora valamely a 
fősíkok mindenikét érintő F másodosztályú hiperbolikus felületnek. 
A két síksor képződménye szinte egy a komplexusba tartozó hiper­
bolikus sugársor, egyik alkotósora oly G másodrendű felületnek, 
mely az összes főpontokon áthalad.
Van tehát négyszeresen végtelen sok F és ugyanannyi G felület, 
a melynek egyik alkotó-sora a T komplexbe tartozik.
Kérdés már most, hogy oly hiperbolikus sugársor, melynek 
minden eleme a komplexusba tartozik, szükségkép ezen F  vagy G 
felületek egyik alkotósora-e vagy sem ?
Ha R  ily hiperbolikus sugársor, azt A térhez sorozván, neki 
A,-ben megfelel oly it, sugársor, melynek minden eleme az /f meg­
felelő elemét metszi; ámde akkor van egy e1 elsőrendű pont- vagy 
síksor, melyhez e két projektiv hiperbolikus sugársor perspektiv. 
Ezen Cj közös vezérvonala a két sugársornak.
Vévén az első esetet a A, térhez sorozott e, pontsornak meg­
felel it  nek egy e vezérvonala a A térben. És ha a egy eleme ii-nek, 
ez komplex-sugár, tehát a A és 2', tér két megfelelő pontját köti 
össze. Messe ez az egyenes az e-t A pontban ; ennek, mint a A egy 
pontjának megfelelője A, rajt van az it, megfelelő al sugarán, de 
egyszersmind az et vezérvonalán is, tehát azonos az (a a,) ponttal.
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Más szóval az fi képződménye a 2' tér egy e és a i \  tér megfelelő 
r, pontsorának és így valamely F  másodosztályú felület egyik 
alkotósora.
A második esetre, midőn t. i. fi és egy elsőrendű síksorlioz 
perspektiv, ép úgy kimutathatom, hogy ezen fi sugársor valamelyik 
G felület egyik alkotósora.
Ezen F é s G felületek azon alkotósorát, melynek minden eleme 
komplex-sugár,nevezzük röviden F ill. G komplexussugár-sornak.
Ezek után a felvetett kérdésre a következő tétellel felelhetünk:
lla valamely hiperbolikus sugársor mindén eleme a kom­
plexusba tartozik, úgy az a 2' és I \  tér két megfelelő elsőrendű 
pontsorának, vagy síksorának képződménye.
Tehát ha ily sugársorokról van szó, vagy valamely F, vagy vala­
mely G sugársorral van dolgunk; de vannak olyan hiperbolikus 
sugársorok is, melyek tekinthetők úgy F, mint G sugársoroknak; 
az ilyenek a főtetraéder két szemben eső élét tartalmazzák. A kö­
vetkezőkben figyelmen kívül hagyjuk azon hiperbolikus sugársoro­
kat, melyek a főtetraédernek egy vagy két élét tartalmazzák, a 
szives olvasóra bízván e tekintetben tárgyalásaink kiegészítését.
Valamely a 2' térhez sorozott F  komplexussugár-sornak, mely a 
főtetraéder egy élét sem tartalmazza, és a 2j tér megfelelő F { sugár­
sorának képződménye egyrészt az eí elsőrendű pontsor, másrészt 
egy x, harmadrendű síksor, melybe a főtetraéder lapjai beletar­
toznak. E harmadrendű síksor minden síkja az F  és Fi sugársor 
két megfelelő elemét köti össze. A xl valamely [a aJ  síkját a 2j 
térhez sorozván a 2' térben neki megfelelő sík az a egyenesen megy 
keresztül. Ennek alapján kimondhatjuk a következő tételt :
Minden F  komplexussugár- 
sor a lé s  2\ tér két megfelelő el­
ső rendű pontsorának és egyszer­
smind két megfelelő x és x, har­
madrendű síksorának képződ­
ménye, melyeknek a főtetraéder 
lapjai megfelelőenközös elemeik.
Minden G komplexussugár- 
sor a 2  és I t tér két megfelelő el­
sőrendű síksorának és egyszer­
smind két megfelelő k ás k\ har­
madrendű pontsorának képződ­
ménye, melyeknek a főpontok 
megfelelően közös elemeik.
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Kiemeljük, hogy e tételben említett harmadrendű sík-, ill. pont­
sorok nem sorozó sík-, ill. pontsorai a komplexusoknak ; mert pl. az 
F és 7'j közös e{ vezérvonala nem tartozik a komplexbe, ellenben 
beletartozik a xt síkjainak metszésvonalaiból alakult sugárkon- 
gruencziába; már pedig, ha ^  a T komplexus sorozó síksora volna, 
úgy e kongruenczia minden eleme a komplexbe tartoznék.
8. A különös eset lehetősége. Ezek után megfelelhetünk első 
sorban arra a kérdésre, vájjon egyáltalán lehetséges-e, hogy a há­
rom hiperbolikus viszonyban levő tetraéderrel együtt adott 
p 'q 'r 's '. . .  sugársor minden eleme beletartozzék a F komplexusba, 
a mely — mint tudjuk — e tetraéderekkel meg van határozva ?
E kérdésre legegyszerűbben úgy telelünk meg, hogy adottnak 
tekintjük a 2'2j 2’,. ■. projektív térsort és az ezzel meghatározott 
F komplexust, továbbá felveszünk egy e komplexusba tartozó hi­
perbolikus sugársort és megkísértjük a kérdéses tetraéderek szer­
kesztését.
Szem előtt tartjuk e tetraéderek között fennálló és a 2. pont 
/) II) 111) képletéből leolvasható azon kapcsolatot, mely szerint az 
A lB 1C1Dl tetraédernek, ha 2j-hez, ill. 2'ä-höz sorozzuk, a 2'-ban 
megfelel ABC1J, ill. A'B'C'D' tetraéder.
Első sorban látjuk, hogy a felveendő hiperbolikus sugársor nem 
lehet valamely F  komplexussugár-sor; mert a 2 'és 2', tér azon meg­
felelő pontjai, melyek ily F  felületen vannak, egy-egy elsőrendű 
pontsorba tartoznak, tehát azokból nem lehet e két tér megfelelő 
tetraédereit alkotni.
Vegyünk tehát egy G komplexsugár-sort. Ha ezt a 2  térhez so­
rozzuk, úgy 2j térben neki megfelel a 6 \ komplexussugár-sor, mely 
az előbbit egy ki harmadrendű görbében metszi, mely a főponto­
kon áthalad. Ennek a görbének, mint a 2\ pontsorának megfelel a 
k görbe a G felületen. A k és k í pontsorok projektívek egymáshoz 
és perspektivek a G sugársorhoz.
A térsor 2'2 terében a 2'-hoz sorozott G komplexussugár-sornak 
megfelelő G., komplexsugár-sor szintén a kt görbében metszi a 
G-l, mert a komplexus tetszőleges e sugarának, ha azt 2’ lioz soroz­
zuk, a 2’j, 2 \ , . . .  terekben megfelelő sugarak az e-vel együtt egy
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másodrendű kúp alkotói. Ha már most k\-vl a 2'2-höz sorozzuk, 
neki 2'-ban megfelelő k' görbe szintén a G felületen van és pro­
jektiv úgy a kt-hez, mint a A:-hoz és mindhárom perspektiv a G 
komplexussugár-sorhoz.
A G komplexsugár-sorban levő, de a főpontok egyikét sem tar­
talmazó, különben tetszőleges négy p',q',r',s' egyenes a k, k' és /c, 
görbékből kimetszi az A, B, C, I), ill. A',B',C',D ' és A l,B l, Ci , D, 
pontokat. Az A xBlCiDi tetraédert 2j-hez, ill. 2*2-hőz sorozván, neki 
2’-ban az ABCD, ill. A'B'C'D' tetraéder telel meg.
A 2" tért a 2'-val és 2\-gyel polárrecziprok vonatkozásba hozom, 
ha az elemek összetartozandóságát a következő képletekkel állapí­
tom meg:
(.A'B 'C ’D'Ü . ..) A (aßyäo' . . . )
(.A'B'C 'D 'D t . . .) A  («,/V joV '.  • •)
E két // és //, polárrecziproczitás meghatároz egy polárrendszer- 
sort, melynek képződménye a felvett F komplexus. Minthogy pedig 
a 2’, 2’,, 2’2, terek oly projektiv térsorba tartoznak, melynek ugyan­
ezen F komplexus a képződménye, a 2" a ^-höz is polárrecziprok és 
e kettőből alakult //2 polárrendszer beletartozik az említett polár- 
rendszer-sorba. De a 2’2-höz sorozott A ÍBÍClDí tetraédernek 2’-ban 
A'B'C'D', ennek pedig 2"-ben aSyS tetraéder felelvén meg, látjuk, 
hogy a //2 polárrendszerben az A lB lCJ)l és az aßyd, azaz ABCD  
tetraéderek egymásnak megfelelőek. Tehát IL, azonos azon polár- 
rendszerrel, mely az
(ABCDDl . . .)  A  K /V i 'M  • • •) 
képlettel van meghatározva.
Más szóval e három hiperbolikus viszonyban levő tetraéder meg­
határozta polárrendszer-sor képződménye a felvett F komplexus.
Tehát valóban lehetséges, hogy a három tetraéderrel együtt 
adott hiperbolikus sugársor minden eleme beletartozik ama sugár­
komplexusba, mely ugyané tetraéderek által meghatározott polár­
rendszer-sor képződménye.
9. A Km és Ki sugárkongruencziák a különös esetben. — K G  
felületnek a // ,/ / ,,  ÍJ2, . . .  polárrendszerekben megfelelő felületek
220 SKOPÁL ISTVÁN
érintik a főtetraóder lapjait, tehát a G komplexussugár-sornak e 
polárrendszerekben F, / ' j , koinplexussugár-sorok felelnek
meg.
Ezt még a főtetraédertől függetlenül is kimutathatjuk. A tí su­
gársor a 2' és Aj tér két megfelelő elsőrendű u1 és u\ síksorának 
képződménye. Az u' siksornak feleljen meg a II polárrendszerben 
Uf pontsor, de akkor e pontsornak, mint a 2" alakzatának a //, 
polárrendszerben u\ felel meg, más szóval az ul pontjai a G kom- 
plexussugár-sor elemeihez többszörösen konjugáltak. Ebből követ­
kezik, hogy a G sugársornak a / / , / / , , //2, polárrendszerekben meg­
felelő sugársorok ezen u í pontsorhoz perspektivek, vagyis az /‘-lel 
jelölt komplexussugár-sorok közé tartoznak.
Minthogy a G felület a főpontokat tartalmazza, a polárrend­
szerekben neki megfelelő F, J’\ , /'j>, . . .  egymáshoz projektiv felüle­
teknek a fősíkok megfelelően közös síkjaik.
Ezek alapján kimondhatjuk, hogy a G felület pontjaihoz több­
szörösen konjugált ///-as sugarak kongruencziája a négy fősik 
egyeneseiből és a komplex azon sugaraiból áll, melyek az u, egye­
nest metszik.
A tér egy tetszőleges ux egyenesét metsző komplexus-sugarak 
pedig egy másodrendű és másodosztályú sugárkongruencziát alkot­
nak. Ugyanis a tér tetszőleges pontjának komplexus-kúpján két 
alkotó van, mely ezen egyenest metszi, és a tér tetszőleges síkjának 
komplex-görbéjéhez az n,-gyel való metszéspontból két érintő 
vonható.
Ezen másod-rendű és másod-osztályú kongruencziának szingu­
láris pontjai az uy minden pontja és a főpontok, szinguláris síkjai 
pedig az u L síkjai.
Tehát a Km  kongruenczia e különös esetben szétesett négy 
nulladrendű, első osztályú és egy másodrendű, másodosztályú kon- 
gruencziára.
A P, Q, R, S  pontok, azaz a három tetraéder megfelelő oldal­
síkjainak közös pontjai az ux egyenesen vannak.
A T, U, V, Z  pontok, minthogy a u ', v', z' egyenesek a főpon­
tokon áthaladó vezérvonalai a G-nek, az u { egyenesnek a A, y, v, o
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fősíkokkal való metszéspontja. Ezeknek komplexus-kúpjuk két első­
rendű sugársorra bomlik, egyiknek síkja (ősik, míg a másiknak 
síkja a szemben eső főponton halad át; az előbbiek az illető fő­
ponthoz, az utóbbiak e vezérvonalak többi pontjaihoz vannak 
többszörösen konjugálva.
A G komplexussugár-sornak a //, //,, //2, . . .  polárrendszerekben 
megfelelő I-cs sugarak kongruencziája az ttj-et metsző komplexus­
sugarak másodrendű kongruencziájából és négy sík összes egyene­
seiből áll.
T. i. a //, // j , II.,,... polárrendszerekben komplexus-sugarak­
nak általában komplexus-sugarak felelnek meg, kivételt képeznek 
azon elfajult polárrendszerek, melyeknek dupla pontjai a főpontok, 
alapfelületük pedig kúp.
Vegyük pl. az L  dupla ponttal biró polárrendszert. A G sugár­
sornak megfelelőjét e polárrendszerben úgy kapom, hogy L-ből 
projicziálom e sugársort és az így nyert/' elsőrendű siksor elemei­
hez keresem a polárisokat az L  pontbeli polárrendszerben. Ezek 
elsőrendű sugársort alkotnak, mely a G komplexsugársor ele­
meihez többszörösen konjugált pontokat, tehát az tt, pontsort 
projicziálja.
Az L T  egyenes megfelel a G azon sugarának, mely az L-ben 
van. Ennek azonban e polárrendszerben a tér mindazon egyenesei 
is megfelelnek, melyek e sugárnak az L pontbeli polárrendszerre 
vonatkozólag megfelelő sikban vannak. E sík L T  egyenest is tar­
talmazván, az ux egyenest T  pontban metszi.
Minden főpontban van egy ily sík, melynek minden sugara 1 es 
sugár.
Tehát valóban a Kt kongruenczia is szétesik négy nulladrendű, 
elsőosztályú és egy másodrendű másodosztályú kongruencziára.
10. A különös eset összefoglaló leírása. — Az előzőkben a F 
komplexből kiindulva vizsgáltuk e különös esetet, de attól függet­
lenül is fogalmazhatjuk a nyert eredményeket.
Ama harmadrendű görbék, melyeknek közös húrjai egy hiper­
bolikus másodrendű felület egyik alkotó sorát alkotják s e mellett 
a felület négy pontját — melyek páronkint képzetesek is lehetnek —
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közösun tartalmazzák, úgy egyszerűen végtelen sokaságot, a har­
madrendű térgörbék egy sorát képezik. A hiperbolikus másodrendű 
felület másik alkotó-sora e görbék mindenikébez perspektiv; ha 
tehát bármely kettőt, mint pontsort, olykép vonatkoztatok egy­
másra, hogy megfelelőknek veszem azokat a pontokat, melyek e 
második alkotó-sor ugyanazon elemén vannak, akkor a görbék 
projektiv vonatkozásba vannak hozva olykép, hogy mindenik kö­
zös pontjuk önmagának felel meg.
Tekintetbe véve már most, hogy a projektiv harmadrendű gör­
bék mindig két projektiv tér homolog alakzatainak tekintendők, a 
mely terek projektivitását e görbék teljesen meghatározzák, ered­
ményeinket következőleg foglalhatjuk össze:
Ha három tetraéder A'B'C'D', ABCD és ,, meinet:
láizös szögponttal nem bírnak, oly helyzetű, hogy
1) megfelelő szögpontjaik egg-egy egyenesen vannak,
2) e négy p ', q’, r', s' sugár pedig egy G hiperbolikus sugársorba 
tartozik,
3) mindenik tetraéder szögpontjain áthalad egy-egy harmad­
rendű térgörbe, melyeknek közös húrjaik a G vezérvonalai és a 
melyek négy közös ponttal b írnak;
ügy:
a) e tetraéderek által páronkint meghatározott pol árrendszerek 
képződménye egy I' másodrendű és másodosztályú sugárkom- 
plexus, melybe a G sugársor minden eleme beletartozik;
b) a három tetraéder megfelelő síkjainak metszéspontjai egy a., 
egyenesen vannak;
c) ezen ut egyenes közös vezérvonala azon három hiperbolikus 
sugársornak, melybe hét-két tetraéder megfelelő oldalsíkjainak 
metszésvonalai tartoznak;
d) e hiperbolikus sugársorok beletartoznak a V komplexusnak az 
w1 egyenest metsző sugaraiból alakult másodrendű és másod- 
osztályú sugár konynimeziába. *
*
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A szives olvasó meg fogja engedni, hogy czikkemet egy kérdés­
sel fejezzem b e :
Hogyan módosulnak eredményeink, ha a három tetraéder nem 
hiperbolikus, hanem kétszögös, vagy perspekiiv viszonyban van 
egymással ?
Skopál István.
17*
EGYSZERŰ ELJÁRÁS A HŐVILLAMOS ELEMEK SEM­
LEGES (NEUTRÁLIS) PONTJAINAK MEGFIGYELÉSÉRE.
Ismert dolog, hogy egy adott hővillamos elem elektromotorius 
ereje a két forrasztási hely hőmérsékleti különbségétől függ, és 
ezzel bizonyos határig növekedik. 11a az egyik forrasztási helyet 
állandóan az olvadó jég hőmérsékletén tartjuk és a másikat hevít­
jük, akkor a temperatura em elkedésével bizonyos határig növeke­
dik az elektromotorius erő, de az egyenlő temperaturakülönbség- 
nek, pl. l°-n ak , megfelelő elektromotorius erő a legtöbb esetben  
csökken, és egy bizonyos hőmérsékleti különbségnél a hővillamos 
áram és a megfelelő elektromotorius erő legnagyobb értékét éri el, 
azon túl folyton kisebbedik és egy bizonyos hőmérsékleti különb­
ségnél zéróra esik, a melyen túl az áram iránya megfordul, azaz 
ellenkezőre változik.
Ha a közönségesen használt hővillamos elemekre nézve az elek­
tromotorius erő (E) kísérleti képletében Avenaiuus szerint csak a 
második hatványéi tagot veszszük fel és a forrasztási helyek h ő ­
mérsékleteit t{, fä-vel jelöljük, akkor
vagy
E — a (/'i—Lj) -j- b (ti — Li), 
E  —  ( é | — é2) [ a - \ - b  (/■] -\-L ,) '■.
I)
Ebből következik, l.h o g y
E =  0, ha *,+<, =  - - | - f
2. hogy E akkor éri el legnagyobb értékét, ha
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vagy ha a forrasztási helyek azon temperaturáit, melyeknél E = 0, 
t{ és í2-vel, az elektromoforius erő legnagyobb értékének megfelelő 
temperatiirakülönbséget pedig röviden 7'-vei jelöljük, akkor
és
tehát
2)
Abban az esetben, a mikor az egyik forrasztási helyet 0°-on  
tartjuk, T  =  -g - , vagyis a másik forrasztási hely azon hőm érsék­
letének felével, a melynél a hővillamos árain ismét eltűnik. Ez 
esetben az E  kifejezése egyszerűbb lesz, t. i.
E =  at* +  btf  3)
a honnan
E szerint két olyan hőmérsékletnél, a melyek egyike annyival 
kisebl), mint a mennyivel a másik nagyobb a T-nél, egyenlő az 
elektromotorius erő értéke. Ezen T m érsékletet a hővillamos elem  
semleges pontjának vagy mérsékletének nevezik. Meghatározása 
a 2) egyenlet alapján történik. E végett a forrasztási helyek hő­
mérsékleteit addig változtatjuk, míg az áram eltűnik. E két hőm ér­
séklet számtani középértéke adja a neutrális temperaturát.
Megfigyelésére különböző kísérleti eljárást alkalmaztak. A kö­
vetkező általam alkalmazott eljárás különösen ott, a hol a sem ­
leges pontot egy egész auditóriumnak akarjuk bemutatni, egy­
szerűsége miatt ajánlható.
Függőleges állású deszkadarab T, (1. és 2. ábra) tartó gyanánt 
szolgál, melynek közepén négyszögletes nyílás van kivágva, a két
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oldalához pedig vastag asbesttáblák, a, a vannak erősítve. Ezek- 
nek közepén szintén négyszögletes nyilasok vannak kivágva, m e­
lyeken keresztül egy négyoldalú aczélprizma /'v a n  dugva. A prizma 
egyik végén két fúrás van közel egymás m e lle tt; az egyik n függő­
leges irányú, ez egy hőmérő, II edényének felvételére szolgál, a 
másik fúrás vízszintes irányú és keresztülmegy a hasáb széles­
ségén, ez a megvizsgálandó thermoelem egyik forrasztási helyének
1. ábra. 2. ábra.
felvételére való. A beillesztett forrasztási hely s csavarral szorít­
ható a P  hasábhoz a szükséges jó férni érintkezés végett. Egy a 
tartóhoz erősített falécz l, egy nyílással van ellátva, melyen a hő­
mérő megy keresztül. Az egész tartó két vaslemezen L, L nyug­
szik. Ily módon felszerelt tartó kettő szükséges a kísérlethez, 7j és 
7'j) (1. ábra).
A hővillamos elem ek dabc, fémhuzalokból vagy fémlemezekből 
készülnek. Mindegyik három részből áll, ad és be részek ugyan­
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abból a fémből valók, a harmadik rész ab, más fémből áll, mely 
a másik keltővel a és ft-nél össze van forrasztva. A forrasztási 
helyeket a, h, mint a rajzból kivehető, a két vasprizma r nyílásaiba 
illesztjük és s csavar meghúzása által a hővezetéshez kívánt férni 
érintkezést a hasábbal helyreállítjuk.
Kísérletezés előtt a hőmérők számára fúrt lyukakba finom réz­
port teszünk és azután l léczen keresztül a hőmérőket beállítjuk. 
Azután a hővillamos elem d és c végeit kapcsoló csavarok segé­
lyével összekötjük a galvanométerhez vezető rézhuzalokkal és azu­
tán nullafokú vízbe mártjuk. Az aczélhasábok másik végei alá 
pedig Bunsen égetőket E  állítunk és a hasábokat hevíteni kezd­
jük. A meginduló thermoáramot tükörgalvanometerrel, távcsővel 
és skálával figyeljük meg. Demonstratiókhoz áttetsző skálát hasz­
nálunk, melyre egy alkalmas fényforrástól eredő és a tükrön vissza­
vert fénynyaláb esik.
Ha a kísérletnél csak az egyik forrasztási helyet hevítjük, a má­
sikat pedig állandóan a levegő hőmérsékletén tartjuk, akkor a 
temperatura emelkedésével növekedik a thermoáram intensitása 
és a megfelelő elektromotorins erő értéke, de az egyenlő tempera- 
turakülönbségnek megfelelő növekedések nem egyenlők, hanem 
folyton kisebbedők, míg a hővillamos elem egy bizonyos tempera- 
túránál elektromotorius ereje legnagyobb értékét elérte. Ezen túl 
a hőmérsék még további emelkedésénél az elektromotorius erő 
folyton kisebbedik és egy bizonyos temperaturánál zéróra leszáll, 
a thermoáram eltűnik és azon túl iránya változik.
Mindezek a változások a következő táblázatos összeállításból 
vehetők ki, mely egy sárgaréz-ólom hővillamos elemmel végzett 
kísérleti sor eredményeit foglalja magában. A táblázatban /, és t  ^
a forrasztási helyek hőmérsékleteit, I  az áramnak skálarészekben 
kifejezett intensitását jelentik. Az utolsó rovatban a 10°-nyi tem- 
peraturaemelkedésnek megfelelő növekedése az áramintensitás- 
nak áll.
A kísérlethez egy astatikus tűrendszerrel ellátott érzékeny tükör- 
galvanometer es egy olyan transparens skála használtatott, mely­
nek egyes skálarészei 20 mm hosszúak. A galvanometer lengés
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ideje 7 másodpercz volt. Az egyik forrasztási hely a levegő tem- 
peraturáján (Iá) marad. A felső részében sűrített hydrogengázt 
tartalmazó hőmérők skálái 500° G.-ig terjednek.
I. Egy sárgaréz-ólom elem thermonlek(romos viselkedése.
h K I Növ. K 2^ I Növ.
18-0 18-5 —0-4 o-o 110 19-5 1-4 0
20-0 18-5 —0-2 0-2 120 19-5 1-4 0
30-0 18-5 0-3 0-5 130 19-5 1-24 —016
400 19-0 0-6 0-3 140 19-5 1-1 —0-14
50-0 19-0 08 0-2 150 19-5 1-0 —o-i
oo-o 19-0 1-0 0-2 1G0 19-5 0-9 —01
70-0 19-0 l -2 0-2 170 20 0-7 —0-2
80-0 19-0 1*3 o-i 180 20 0-5 —0-2
90-0 19-0 1-35 0-05 190 20 0-3 —0-2
íoo-o 19-5 1-4 0-05 200 20 o-o —0-3
210 20 —0 4 —0-4
E szerint ezen elem elektromotorius erejének legnagyobb érté­
két (1-4) S0 5 és 100-5° hőmérsékleti különbségek közt érle el. 
Semleges pontja pedig körülbelül (200-)-20): 2 =  110°-nál fek­
szik. Az áramerő kezdetben jobban, azután mind kevésbé növe­
kedik, és a legnagyobb érték közelében alig változik a hőmérsék 
emelkedésénél. A legnagyobb értéket elérve eleinte lassabban, 
azután mind jobban csökken az áramerő, míg zéróra esik és az 
áram azután megfordul.
A neutrális pont pontosabb meghatározása végett mind a két 
vashasábot hevítettem és a lángokat addig változtattam, míg az 
áramerő zéró lett. Az ekkor leolvasott temperaturák és a belőlük 
kiszámított neutrális temperatura a következő kis táblázatban fog­
laltatnak :
<2 I í, + í2 T
163° G5° 0 228° 114
18G 4G 0 232 11C
190 44 0 234 117
191 43 0 234 117
193 41 0 234 117
150 84 0 234 117
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Az utolsó négy megfigyelés szerint ezen hővillamos elem sem­
leges pontjának hőmérséklete 1L7° G. Az áram az ólomtól a sárga­
réz felé folyik.
Subjectiv megfigyeléseknél milliméteres skálával nagyobb pon­
tosság érhető el, mint ezzel az előadásoknál használt skálával.
Egy vas-ezüst elemmel dr. P feiffer P éter tanársegéd úrral 
együtt két kísérleti sort végeztem, az egyiknél csak az egyik for­
rasztási helyet, a másiknál mind a kettőt hevítettem. Egyikünk a 
hőmérőket, a másik a transparens skálán a fénymutató eltérését 
figyelte meg. A megfigyelt eredményeket a következő két táblázat­
ban közlöm, melyekben t a hevített forrasztási hely hőmérsékét, 
I  az áramerőt skálarészekben és N  az utóbbinak növekedését 
jelenti.
/ .  Egy vas-ezüst elem áramereje különböző hömérséknél, ha csak az 
egyik forrasztási helyet hevítettük, a, másikat a levegő temperaturáján 
(•20° C) hagytuk. Az áramkörben 20 ÍJ ellenállás volt beiktatva. A meg­
figyelés 5 fokonkint történt.
t I N t ‘ / N t 1 N
20° 0-8 0 115° 8-3 0-2 215° 11-55 o-i
25 2-0 1-2 125 8-8 0-5 220 11-60 0-05
30 2-7 0-7 130 9-0 0-2 225 11-70 0-10
35 3-2 0-5 135 9 ‘2 0-2 230 11-75 0-05
40 3-7 0-5 140 9-4 0-2 235 11-75 ü-oo
45 4-1 0-4 145 9-6 0 '2 240 11-80 0-05
50 4-5 0-4 150 9-7 0-1 245 11-90 o -io
55 4-9 0-4 155 9 '9 0-2 250 12-00 0-10
GO 5-2 0-3 160 10-1 0-2 255 12-00 o-oo
65 5-6 0-4 165 10-3 0-2 260 12-05 0-05
70 6-0 0-4 170 10-4 0-1 265 12-10 0-05
75 6-2 0-2 175 10-6 0-2 270 12-10 o-oo
80 6-5 0-3 180 10-7 0-1 275 12-10 o-oo
85 6-8 0-3 185 10-85 0-15 280 12-05 —0-05
90 7-1 0-3 190 11-00 0-15 285 12-03 —0*02
95 7-4 0-3 195 11-10 o -io 290 12-01 —0-02
100 7-7 0-3 200 11-25 0-15 295 12-00 —o-oi
105 7-9 0-2 205 11-35 0-10 300 11-99 —0-01
110 8 - 1 0-2 210 11-45 0-10
m ABT ANTAL
Itt is az áram intensitásának növekedése kezdetben nagyobb, 
azután folyton kisebbedő és a maximum körül alig észrevehető. 
Legnagyobb értékét (12'1 sk. r.) 270° G. körül érle el. Ezen túl 
csökken eleinte lassabban, azután gyorsabban. A hőmérő, melyet 
ezen thermoelemnél alkalmaztam, csak 300° G.-ig terjedett, azért 
itt meg kellett szakítani a kísérletet.
A neutrális temperáimra pontosabb meghatározása czéljából 
tett kísérleteknél mind a két hasábot, illetve forrasztási helyet 
hevítettük, a két hevítő lángot addig szabályozva, mig a fény­
mutató a skála zérópontjára — a galvanometertű a mágneses 
meridiánba — visszatért. A talált eredmények a következők:
h 2^ h+t* - T
292° 263° 555° <2,77-5°
290 264 554 277-0
287 265 552 276-0
k. c;. 276-8° G.
Ezen eredményeknél a kiálló higanyszál miatt szükséges jav! 
tások még nincsenek tekintetbe véve.
Alii Aulai.
AZ ELEKTROLYT!KUS MEGSZAKÍTÓ MŰKÖDÉSÉNEK
ELVE.
W e h n e l t  elektrolytikus megszakítójánál azon m ár régebben fel­
ismert sajátos fény- és hőtüneménynyel járó áramingadozásokat, 
használta fel, m elyek hígított 
kénsavat tartalmazó elektrolyti­
kus czellánál fellépnek, ha an­
nak egyik elektródja a másik­
hoz képest rendkívül kicsiny fe­
lületű, pl. nagy ólom lappal szem­
ben rövid platindrót. Az ilyen 
czella (1. ábra) különösen na­
gyon szapora, s tökéletes meg­
szakításokat hoz létre, ha annak 
kis felületű elektródját anódul 
választva, az áramkörbe még 
egy önindukcziós tekercset kap­
csolunk. Mint ilyen induktorok 
primär áramkörébe kapcsolva, 
kiváló megszakító gyanánt bi­
zonyult, mely rendkívüli nagy 
frequentia, s indukcziós hatás tekintetében az eddigi leghatásosab­
ban működő m otoros és turbinás megszakítókat is felülmúlja.
A. Wehnei.t 1 és P. Spies,2 *továbbá T ii. Simon,8 E. Ruiimer,4 *s
1 A. Wehnelt, Elektrotechn. Zeitsch. H. 4. 1899. Wied. Ann. B. OS. 
i>. 233. 1899.
2 P. Spies und A. W eiinelt, Verhandl. d. deutsch, physik. Gesellschaft. /.
p. 53. 1899.
J Tn. S imon, Wied. Ann. B. 68. p. 273 és 860. 1899.
* E. Piühmer,  Elektrotechn. Zeitseh. H. 26. és H. 45. 1899.
1. ábra.
DIETZ LAJOS
mások gondos és beható kísérleteik alapján kimutatták ezen új 
megszakító tulajdonságait, főleg pedig azon tényezők befolyását, 
melyektől a megszakítások létrejövetele s azok szaporasága függ, 
miket röviden a kővetkezőkben foglalhatunk össze:
A WEHNELT-féle elektrolytikus megszakító csakis akkor működik 
tartósan és szabatosan, ha a platindrót anód, s az áramkör száraba- 
vehető önindukczióval bír; azonkívül, hogy működésbe jöjjön, 
szükséges, hogy az áramforrás feszültsége bizonyos határértéknél 
(12—25 volt) nagyobb legyen, mely határérték annál kisebb, mi­
nél nagyobb az áramkör önindukcziója. Az induktor kondenzátora 
e megszakítónál teljesen feleslegessé válik és váltakozó árammal 
épen olyan jól működik, mint egyenárammal. Váltakozó áram 
használata mellett az induktor secundär tekercsében a szikra- 
impulzusok egyirányúak, mivel csakis azon áramfázisokat szak- 
gatja tökéletesen, melyekre nézve a platincsúcs anód. Áramforrá­
sul bármely villamos világítási vezeték (átlag 110 volt) felhasznál­
ható. A megszakítások másodperczenkénti száma egész 2000 — 
3000-ig is felrúghat. A megszakítások szaporasága, valamint az 
effektiv áramerősség elsősorban függ az áramforrás feszültségétől, 
az áramkör önindukcziós együtthatójától, a platindrót felületétől, 
illetőleg az azon uralkodó áramsűrűségtől. Nevezetesen
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ha nagyobbodik
A
megszakítások
mp.-kénti
száma
Az effektiv 
áramerősség-
Az áram-
sürüség
1. Feszültség.__ ... .... ... . nagyobb nagyobb nagyobb
2. Önindukcziós együttható .„ kisebb kisebb kisebb
3. Anód felülete ._. ........ ... .... kisebb nagyobb kisebb
Az áramerősségének és feszültségének mérésére a megszakítások 
szaporasága miatt a galvanometrikus mérőeszközök nem használ­
hatók. E czélból oly mérőeszközöket kell választanunk, melyeknek 
adatait az áramnak periodikus változásai nem befolyásolják, a 
milyenek pl. a H artmann és BRAUN-féle kalorikus árammérők, 
a hevülődrót ampérmeter, illetőleg voltmeter, melyek a lemért 
áramerősségnek és feszültségnek mindég effektiv értékét adják:
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A WE iiN E L T -fclc  elektrolylikus czellában fellépő megszakítások 
magyarázatát Wehnelt és Spies* először abban keresték, hogy itt 
hasonló jelenségekkel van dolgunk, minőt polározott elektródok 
periodikusan váltakozó áramkörben mutatnak. A polározott elek­
tródok u. i. ez esetben nagy kapaczitású kondenzátorokéhoz 
hasonló magatartást tanúsítanak, és e szerint a platin anód C  
kapaczitású poláros kondenzátor szerepét játszva az áramkör /. 
önindukcziójával oly elektromos oscillatiókal képező rendszert 
alkot, melynek rezgésideje:
T =  ti 1/ LC. á)
Wehnelt és SpiES-nek ezen feltevésére elsősorban azon körül­
mény szolgált alapul, hogy az elektrolytikus megszakító a vezeték 
önindukezióját teljesen lerontani látszik, továbbá, hogy a meg­
szakító kapcsain az áramforrás feszültségének két-, sőt többszöröse 
észlelhető, a melyhez hasonló jelenséggel találkozunk a váltakozó 
áramok rezonancziájának esetében, midőn t. i. a C kapaczitású és 
L önindukeziós vezeték oscillátioinak rezgésszáma egyenlő a válta­
kozó áram félperiodusával.
E magyarázat azonban sem nem valószínű, sem össze nem 
egyeztethető a megszakításokat kisérő egyéb jelenségekkel, azért 
csakhamar maga Wehnelt is más okokban kereste a megszakítá­
sok létrejöttét.
A W EiiNELT-íéle megszakító kapcsai között fellépő feszültség­
nagyobbodás bármely szabatosan s elég szaporán működő meg­
szakítónál egyformán észrevehető, s azt a megszakításbeli külön- 
árarn hatásának kell tulajdonítanunk. A megszakító elektródjain 
fejlődő gázok pontos analíziséből kiderült, hogy míg a kathodon 
mindig a Faraday törvénynek megfelelő térfogatú tiszta hydragén 
fejlődik, addig az anód-dróton fejlődő gázok térfogata lényegesen
* W ehnelt und Spies, i. h.
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n a g y o b b  a  F a r a d a y  t ö r v é n y  á l t a l  m e g s z a b o t t  t é r f o g a t n á l ,  s  m a g a  
a  g á z  híjdrogén, o x y g é n  s  ó z o n n a k  r o b b a n ó  k e v e r é k é b ő l  á l l .  E  t é r ­
f o g a i é i  t é r é s ,  v a l a m i n t  a  h y d r o g é n  é s  o x y g é n k e v e r é k  v i s z o n y a  t á g  
h a t á r o k  k ö z ö t t  v á l t o z i k ,  s  f ü g g  a z  á r a m k ö r  ö n i n d u k c z i ó j á t ó l .  Á l t a ­
l á b a n  a  t é r f o g a t e l t é r é s  a n n á l  n a g y o b b ,  s  a  g á z k e v e r é k  a n n á l  r o b -  
b a n ó b b  t e r m é s z e t ű ,  i l l e t ő l e g  n a g y o b b r é s z t  d u r r a n ó  g á z b ó l  á l l ,  
m i n é l  n a g y o b b  a z  á r a m k ö r  ö n i n d u k c z i ó j a .  H a  a  m e g s z a k í t á s o k  
c s a k u g y a n  a z  o s c i l l á l á s  j e l l e g é v e l  b í r n á n a k ,  v a g y  l e g a l á b b  i s  a  
m e g s z a k í t á s  u t á n  b i z o n y o s  m e n n y i s é g ű  e l e k t r o m o s s á g  v i s s z a á r a m ­
l á s á v a l  l e n n e  d o l g u n k ,  a k k o r  a  k a l h o d o n  é p e n  ú g y  k e l l e n e  h y d r o ­
g e n  é s  o x y g é n  k e v e r é k é n e k  k i v á l n i a ,  m i n t  a  c s ú c s o s  a n ó d o n .  
A  B u A ü N - f é l e  v á k u u m c s ő v e l  v i z s g á l t  á r a m g ö r b é k  a l a k j a  i s  k i z á r j a  
a z  á r a m n a k  v á l t a k o z ó  j e l l e g ű  i n g a d o z á s a i t .  H o g y  a  m e g s z a k í t á s o k  
l é t r e h o z á s á b a n  m a g á n a k  a z  e l e k t r o l y s i s n e k  s e m  l e h e t  l é n y e g e s  
s z e r e p e ,  k i v i l á g l i k  a z o n  t é n y b ő l ,  h o g y  a  m e g s z a k í t á s o k  b c á l l a n a k  
p o l á r o z a t l a n  e l e k t r ó d o k  e s e t é b e n  i s  ( r é z a n ó d  r é z s u l f a t o l d a t b a n ) ; 
s ő l  a z  e l e k t r o l y l i k u s  c z e l l á n a k  o l y n e m ű  m ó d o s í t á s a i n á l  i s ,  h o l  a z  
e l e k t r ó d o k  p u s z t á n  c s a k  a  v e z e t é s  s z e r e p é t  j á t s z á k ,  a  m i n t  a z t  
W E i i N E L T - n e k  m ó d o s í t o t t  a l a k ú  c z e l l á i n á l ,  k ü l ö n ö s e n  p e d i g  a  C a l u -  
well, v a l a m i n t  a  S imon á l t a l  s z e r k e z t e i t  f o l y a d é k m e g s z a k í t ó k n á l  
t a p a s z t a l h a t j u k .
S o k k a l  v a l ó s z í n ű b b ,  s  a  m e g s z a k í t á s o k a t  k i s é r ő  k a r a k t e r i s z t i k u s  
j e l e n s é g e k k e l  t ö k é l e t e s e b b  ö s s z h a n g z á s b a n  v a n  a z o n  m a g y a r á z a t ,  
m e l y  a  m e g s z a k í t á s o k  o k á t  m e c h a n i k a i  é s  h ő h a t á s o k b a n  k e r e s i .  
W e h n e l t  e g y  ú j a b b  é r t e k e z é s é b e n  1 m á r  e z  ú t o n  i g y e k s z i k  a  m e g ­
s z a k í t á s o k  l é t e s ü l é s é r e  n é z v e  e l f o g a d h a t ó b b  m a g y a r á z a t o t  a d n i ,  
m e l y e t  u g y a n a z o n  e l v  a l a p j á n  S im o n ,2 3t o v á b b á  Vo l l e r  é s  W a l t e r  iS 
e g é s z í t e t t e k  k i .
A  z á r á s  p i l l a n a t á t ó l  n ö v e k e d ő  á r a m  a  p l a t i n d r ó t o t  k ö r ü l v e v ő ,  
r e n d k í v ü l i  m é r t é k b e n  ö s s z e s z ű k í t e f t  e l e k t r o l y t  f e l ü l e t é n ,  a n n a k  
v i s z o n y l a g o s a n  n a g y  e l l e n á l l á s a  k ö v e t k e z t é b e n ,  m e l e g g é  a l a k u l ,
1 W ehnelt, Wied. Ann. i. h.
2 Simon i. h.
3 Voller und Walter, Wied. Ann. B. 68. p. 526. 1899.
mely az áramerősséggel növekedve oly magas fokra emelkedik, 
hogy azon a helyen a folyadék forrásnak indul, s a platindrót körül 
vízgőzhurok képződik. E gőzhurok, mely valószínűleg az elektroly- 
sis útján kiválasztott oxygén által is szaporíttatik, az áram útját 
megszakítja; e pillanatban a vezeték önindukeziója következtében 
támadt megszakításbeli külön áram a vízgőzburkot alkotó elemeire 
szétbontja, s az egészben vagy részben durranó gázzá alakult gőz- 
burkot lénytünemény kíséretében robbanásszerűleg szétveti. A szét­
esett gázbuboi ékok a folyadékban kondenzálódnák; az érintkezés 
a folyadék és platindrót között újra helyre áll, s az előbbi folyamat 
ismétlődik.
A platindrót körül keletkezett gőzképződésre vall a megszakí­
tásokat kisérő, a viz forrására emlékeztető sistergő hang, valamint 
az elektrolyt mérsékletének, s az arra haló nyomásnak befolyása 
a megszakítások szaporaságára. Ruhmer kísérletei igazolják, hogy 
mindazon külső körülmények, melyek a gőzburok keletkezését elő­
segítik, mint az elektrolyt mérsékletének emelése, vagy a nyomás 
csökkentése, egyúttal növelik a megszakítások szaporaságát. Mi­
helyt azonban az elektrolyt forráspontjának mérsékletéhez köze­
ledik, a megszakító működése, mindjobban szabálytalanabbá válik, 
végre meg is szűnik, minthogy ez esetben a megszakításokat okozó 
gőzburoknak gyors kondenzálásához szükséges feltételek hiány­
zanak.
A mcgszakításbeli külön áram szikrája, mely a fémes érint- 
kezésű megszakítóknál zavaró szerepet játszik, mit alkalmas kon­
denzátor bekapcsolásával kell kompenzálnunk, a WEHNÉLT-féle 
megszakítónál épen hasznos tevékenységet fejt ki, a mennyiben a 
platindróton képződött vizgőzburok kémiai szétbontását s ezt 
gyorsan követő robbanásszerű szétesését eszközli, minek következ­
tében újból áramzárás jön létre. A megszakítási helyen a vízgőz­
buroknak lokális szétbontását nyilvánvalóvá teszi az ott fellépő 
anomális elektrolysis; azonban még nyílt kérdés, vájjon e szét­
bontást a külön áram direkt elektrolysisének, vagy az erős hőkép­
ződés következtében létesült kémiai dissociatiónak tulajdonítsuk-e ?
Önindukcziós tekercs nélküli áramkörben valószínűleg a meg­
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szakításbeli külön áram hiányának kell tulajdonítanunk, hogy a 
megszakító működésbe nem jön, mert nyilván a platindrót körül 
képződött gőzburok leválasztása nem következik be, sőt lassan­
ként az izzásba jövő drót által még fentartatik.
E magyarázatot elfogadva, a Joule törvénye alapján az áramkör 
ellenállása (71), önindukcziós együtthatója (L), s az áramforrás 
feszültsége, másrészről a megszakítás periódusa, s az effektiv áram­
erősség közötti összefüggés oly mathematikai egyenlettel fejezhető 
ki,* mely a kísérleti úton meghatározott eredményekkel tökéletes 
összhangzásban van.
A megszakítás periódusában két fázist kell megkülönböztet­
nünk : az egyik a zárás pillanatától az áram megszakításáig eltelt 
időköz 7 j ; a másik azon időköz 7’2, mely alatt az elektrolyt, s a 
platindrót közötti érintkezés ismét helyre áll. A megszakítás teljes 
periódusa tehát:
r=* r , +  r a . 3)
A Tx időköz alatt /, önindukcziós és R  ellenállású áramkörben 
növekedő áramerősséget, mint az idő függvényét a következő ismert 
egyenlet lejezi k i:
i =  A ( i - < r f ') =  /•(/,). 4)
Az áramkör ellenállásának túlnyomó részét a plalindrótot körül­
záró, rendkívüli mértékben összeszűkített folyadékfelület képezi, 
úgy hogy ez utóbbinak ellenállása mellett az áramkör többi része 
elhanyagolható. Az R  ellenállás e szerint a platindrót felületével 
fordítottan arányos:
A k állandó értéke függ az elektrolyt fajlagos ellenállásától, 
mérsékletétől, de mindenesetre feltehető, hogy átlagos értéke 
ugyanazon megszakítónál állandó.
A megszakítóval végzett kísérletek azt igazolták, hogy a meg­
* Th . Simon i. h.
AZ ELEKTHOLYTIKUS MEGSZAKÍTÓ MŰKÖDÉSÉNEK ELVE. 237
szakító egyébként változatlan körülmények között a kalorikus úton 
lemért effektiv áramerősségnek (1) alatti egyenlet) ugyanazon értéke 
mellett a megszakításoknak mindég ugyanazon szaporaságát adja, 
vagyis az egyes megszakításokra az árammunkának mindig ugyan­
azon értékét használja fel. Az idő függvényében kifejezett áram­
erősség (4. egyenlet) tehát addig növekszik, míg az összeszűkített 
folyadék felületén a megszakítás létrehozásához szükséges és meg­
határozott értékű meleget (C) nem fejleszti. Ezen időköz alatt fej­
lődő árammeleg értéke:
C =  0-24 f  i*Rdt. G)
o
A C melegmennyiség értéke az időn kívül általában komplikált 
függvénye az elektrolyt mérsékletének, fajmelegének, párolgási 
hőjének, hővezetési együtthatójának, továbbá az anód tömegének, 
fajmelegének, az anódon fellépő elektrolysisnek stb; a megszakító­
nak változatlan állapota mellett azonban az előbbiek szerint állandó 
értéknek kell tekintenünk.
Helyettesítsük a 6) alatti egyenletbe i2-nek t függvényében ki­
fejezett értékét:
f 'E *  R , m ,C =  024 I (1 — 2<T T ' +  e~ T ') Rät 7)
o
r ,  t , r ,
h' i  í r  r  a  r  í r  \
=  0-24 ~  j j rit—i j  e~ T  ' d l+  j  e~ T  * dt |
5 o n
Az intregálást végrehajtván:
■ E2C — 024 \t .  L  - R t L  _ “  , 1T-
+  2 1 { ,! L ~ J J I e L t
R 2 I T R T ,  f  í r t , I  r
— 0-24 —— IT, 4- 2 —  e~ ~ T ___ _ <T “ I “  — 2R I R  6 2R R  +  0,7ÍR  I
ÍL R T , L Í R T ,= 0-24^ - [ r , - - n  + ^ í l - . -  r-)|. 8 )
L^ _ Ä ,A < =  . - , az ú. n. időkonstans, melyre nézve az e r. és
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in , 1 1
e l kifejezés =  0 ‘368, illetőleg - 2- =  0-135, a gyakorlatban
általában igen kicsiny szám, úgy hogy értékét a 1\ időköz sokszo­
rosan (5— 10-szer) múlja felül, következőleg e-nek fenti hatványai 
l= T {-re nézve az egység mellett elhanyagolható kicsiny törtek. 
Ennek folytán a 8) alatti egyenlet a következő alakban írható :
a honnan:
vagy:
E* I 2L
C =  0-24
R
E*
R
L
W
T  JL \
1 ~R)’
RT  _  3 L  C 
1 2 R  +  0-24 E 2 ’
r  _  A  L  . r  J L
11 — 2 R ' E 2 ' 9)
A megszakítás periódusának másik része (1\) függ azon sebesség­
től, melylyel az áramgátló gőzbuborék a platindrótról leválasztatik, 
kondenzálódik s maga a platindrót és környéke lehűl.. A idő­
köz mindenesetre ismét komplikált függvénye az elektrolyt mér­
sékletének, fajmelegének, a plalindróttól felszálló folyadék áram­
lásának stb., azonban ugyanazon megszakítónál és állandó mérsék­
let mellett állandónak tekinthető, s általában kicsiny mennyiség.
ri \  =  a±
megszakítás teljes periódusa tehát:
T = T l +  Ti = ~ ^  +  Cl ^ + C „  10)
vágy az 5) alatti egyenlet tekintetbe vételével
3 L E k
1 2 k ^ 'E 2F 1 1 )
Hasonló módon kifejezhető az effektiv áramerősségnek függése 
a fenti tényezőktől. A kalorikus úton lemért effektiv áramerősség, 
azaz egy oly állandó áram erősségének értéke, mely ugyanazon
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idő alatt épen annyi árammeleget fejleszt, mint a megmért változó 
értékű áram :
mivel az áram a 2’ periódus alatt csakis Tj ideig tart.
Helyettesítsük be az i2 értékét az idő függvényében kifejezve :
I = \ í  ~T ■ f j p - a - e - T f d t .
o
Az integrálást elvégezvén, a 8) alatti egyenletnél alkalmazott rövi­
dítések tekintetbe vételével a következő egyenletet kapjuk :
7’j-nek a 9) alatti értékét behelyettesítvén :
1 = 13)
a honnan egyúttal 
kapjuk m eg:
a Cj állandó értékét közvetlen
Cj =
c
0-24 P R  T.
mérés útján 
14)
A 7’-nek 10) alatti értékét tekintetbe vévén a 13) alatti egyenlet a 
következő alakban írható:
vagy
illetőleg fí
15)
18*
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A 11) és 16) alalti egyenletek világosan kifejezik, hogy a meg­
szakítás periódusa s az effektiv áramerősség valóban oly módon 
függnek a feszültségtől, az önindukcziós együtthatótól, s az anód 
felületétől, mint azt a megszakítóval végzett kísérletekből meg­
állapítani sikerült. A megszakítások rnásodperczenkénti száma a 
feszültség nagyobbodásával növekszik, ellenben az önindukcziós 
együttható nagyobbodásával csökken. Az effektiv áramerősség 
pedig a feszültség s az anód felületének nagyobbodásával növek­
szik, ellenben az önindukcziós együttható a megszakítások szapo- 
raságának nagyobbodásával csökken.
Állandó önindukczió és ellenállás, illetőleg anódfelület melleit, 
ha azonkívül a folyadék mérséklete is csak kis határok közötL in­
gadozik, a 10) alatti egyenlet alapján :
és n a megszakítások rnásodperczenkénti száma.
Ila pedig hasonló körülmények között a feszültség és az ellen­
állás, illetőleg az anód felülete állandó :
17)
hol
T =  — =  ML + N,n 18)
hol
Állandó feszültség és önindukczió esetén:
1 0 )
hol
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Minthogy P >  Q, legalább a közölt számbeli adatokból átszámítva 
mindannyiszor annak találtam, a T, illetőleg az n értékére nézve 
mindig az egyenletnek az első tagja az irányadó.
Az R  ellenállás alatt tulajdonképen csakis az anódon össze­
szorított folyadék ellenállását tekintettük, melynek viszonylagosan 
nagy értéke mellett az áramkör többi részének ellenállását elhanya­
goltuk. Ha ez utóbbinak r ellenállását figyelmen kívül nem hagy­
hatjuk, a 10) alatti egyenletben K helyébe /í+r-el kell tennünk :
A WEHNELT-féle megszakítóra nézve felállított magyarázat, s 
ennek alapján a Simon által kifejtett fenti egyenletek helyességét 
igazolja az a tény, hogy a megszakítások periódusának ezen egyen­
letekből kiszámított, s egyidejűleg kísérletileg meghatározott értékei 
nagy pontossággal megegyeznek, mint az a Simon * és R uhmer ** 
által közölt összehasonlító sorozatokból világosan kitűnik. Simon 
a 17) egyenlet alapján változó feszültségek (40—140 volt) mel­
lett, Ruiimer pedig a 18) egyenletből az önidukcziós együttható­
nak változtatása mellett határozta meg a periódusokat; a számítás 
s ezzel párhuzamosan kísérleti úton nyert adatok közötti eltérést 
2—30/o-nál sehol sem láttam nagyobbnak.
Ruhmer tekercsének önindukcziós együtthatóját tág határok 
között igen elmés módon variálta, a mi alatt annak ellenállása 
pontosan ugyanaz maradt. E czéiból önindukcziós tekercsét két 
egymásba tolható (2. ábra) St külső és belső tekercs képezte, 
melyek mindegyike egyenlő hosszú és vastag drótból, s egyenlő 
számú tekervényből áll, úgy hogy mind a két tekercsnek önindukcziós
* Th . Simon. i. h.
** E. R uhmer. Elektroteclin. Zeitsch. H. 45. 1899.
vagy:
/
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együtthatója pontosan egyenlő. A belső tekercs a külső üregébe tet- 
szésszerint betolható vagy abból kihúzható; a két tekercsnek egymás­
hoz viszonyított állását oldalt alkalmazott, mm-es osztályzat mutatja; 
egyúttal s—s' rézsíneken csúszó f — f  rúgok az 1— 2 kapcsokat veze- 
tőleg kötik össze. A két tekercs az ábra baloldalán látható kapcsok 
útján az áramkörbe egymásután bekapcsolva úgy működik, mint 
egy indukcziós tekercs, melynek önindukcziós együtthatóját a kettő­
nek együtthatója s egymáshoz viszonyított helyzete határozza meg. 
Ha az áram útja az 1 . . . . 2—3 . . . .  4 kapcsokon át úgy halad, 
hogy mind a két tekercsét ugyanazon irányban futja körül, azoknak 
indukcziós hatása egymást erősíti. Legnagyobb lesz a kettős tekercs 
önindukcziós együtthatója, ha a külső tekercs üregébe a belső 
egészen be van tolva és fokozatosan kisebb, a mint az utóbbit
2. ábra.
kihúzzuk. Ha pedig az áram az 1 . . .  . 2—4 . . . .  3 kapcsokon át 
haladva a két tekercset ellenkező irányban futja körül, egyiknek 
indukcziós hatása gyengíti a másikét; legjobban, ha a tekercsek 
teljesen egymásba vannak tolva és kevésbbé, a mint a belső teker­
cset mindjobban kihúzzuk.
A kettős tekercs önindukcziós együtthatója tehát, egyrészt az 
áramnak ugyanazon, vagy ellenkező irányban való bekapcsolása, 
másrészt a két tekercs egymáshoz viszonyított helyzetének meg­
változtatása által adott határértékek között tetszésszerint volt 
variálható; átlag OOl—005 quadrans között. Ellenállás változás­
ként csupán az s—s' sín hosszának változása jöhet szóba, mely 
vastag rézből lévén, teljesen elhanyagolható.
Hogy a megszakítások okát csakugyan az anód körüli rendkívüli 
mértékben összeszűkített folyadék keresztmetszetén fejlődő áram 
meleg-hatásában kell keresnünk, legdöntőbb bizonyítéka az a tény,
hogy ugyanezen feltételeknek inás úton való előidézése, az elektro- 
lysisnek teljes kizárása mellett, hasonló áram-megszakításokat 
eredményez. Beigazolva látjuk ezt WEiiNELT-nek a már említett 
módosított alakú megszakítóin, úgyszinte a Cald w ell- és Simon- 
féle újabb szerkezetű folyadékmegszakítókon.
Weiinelt czelláinak egyik ilyen módosított alakját a 3. ábra 
tűnteti fel. lligilott kénsavai tartalmazó üvegedénybe C kémcső 
merül, melynek oldala O-nál ki van fújva. A a kémcsőbe, B  az üveg­
edénybe merülő ólomelektródok. Áramot vezetvén az elektródo­
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kon át, az O nyílásnál nagy mértékben összeszűkített folyadék 
keresztmetszetén hasonló jelenség áll elő, mint az előbb tárgyalt 
elektrolytikus czella platin drótján. Az összeszorított keresztmet­
szetű folyadékrétégnek viszonylagosan nagy ellenállása következté­
ben az árammeleg képződése e helyen konczentrálódik ; a forrásáig 
hevített vékony folyadékréteg gőzzé alakul s a keletkezett gőzbubo­
rék az 0  nyílást elzárja, minek folytán az áram megszakad. A gőz­
buborék ezután, mindenesetre ismét a megszakításbeli külön áram 
szikrájának behatása alatt, fénytünemény kíséretében szétesik, a 
hidegebb környezetben kondenzálódik, s az elválasztott folyadék­
3. ábra. 4. ábra.
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rétegek ismét érintkezésbe jutnak. A kis nyilas két oldalán felszálló 
kis buborékok csaknem tiszta durranógázból állanak, a mi arról 
tanúskodik, hogy a nyílást elzáró vízgőzbuborék a szétesés előtt 
lokális szétbontást szenved.
W ehnelt ezen módosított megszakítója azonban gyakorlati czélra 
nem igen alkalmazható, mert nagy ellenállása miatt magas feszült - 
ségű (40—90 volt) áram mellett is csak nagyon lassan működik. 
A SiMON-féle folyadékmegszakító, mely csaknem teljesen megegye­
zik a Caldwell-ével, e tekintetben sokkal czélszerübb berendezésű; 
szaporaság és gyakorlati alkalmazhatóság tekintetében pedig telje­
sen megközelíti a W e h n e l t -féle elektrolytikus megszakítót. Körül­
belül 1800 cm8 űrtartalom szögletes üvegedény (4. ábra), egész 
hosszában VF üvegfallal két egymástól teljesen elszigetelt részre 
van osztva. A válaszfalon egy, esetleg több (Su <S2, S3) 0'75—1 mm 
átmérőjű lyuk van átfúrva. Az edény hígított kénsavval van meg­
töltve, s mindkét felébe E l —Ei ólomlapok merülnek. A megszakí­
tások hasonló módon mennek végbe, mint az előbbinél.
Ez u t ó b b i  m e g s z a k í t ó k n á l  a z  á r a m  i r á n y a  t e l j e s e n  k ö z ö n b ö s ;  a  
v á l t a k o z ó  á r a m n a k  m i n d  e  k é t  f á z i s á t  e g y e n l ő  m é r t é k b e n  s z a k g a t j a  
m e g .  E z e k n é l  t e h á t  a z  e l e k t r ó d o k  c s u p á n  c s a k  a  v e z e t é s  s z e r e p é t  
j á t s z á k ,  s  a  m e g s z a k í t á s o k r a  n é z v e  s e m m i  b e f o l y á s s a l  n i n c s e n e k .  
A m e g s z a k í t á s o k  l é t e s ü l é s é r e  n é z v e  s z ü k s é g e s  f e l t é t e l e k  c s u p á n  a z  
á l t a l  v a n n a k  m e g a d v a ,  h o g y  a  v e z e t ő  f o l y a d é k  k e r e s z t m e t s z e t e  a  
k i s  n y í l á s o k n á l  n a g y  m é r t é k b e n  ö s s z e s z o r u l ,  s  í g y  a z  á r a m k ö r b e n  
n a g y  e l l e n á l l á s k é n t  v i s e l k e d v e  a z  á r a m m e l e g n e k  f ő l e g  e  h e l y r e  v a l ó  
k o n c z e n t r á l á s á t  e r e d m é n y e z i .  M i n d e n e s e t r e  a  W E H N E L T - f é l e  e r e ­
d e t i  e l e k t r o l y t i k u s  m e g s z a k í t ó n á l  i s  a z  e l e k t r o l y s i s  a  m e g s z a k í t á s o k  
t u l a j d o n k é p e n i  o k a  m e l l e t t  m e l l é k e s  s z e r e p e t  j á t s z i k ,  é s  é p e n  a z é r t ,  
v é l e m é n y e m  s z e r i n t ,  a z  « e l e k t r o l y t i k u s - m e g s z a k í t ó »  e l n e v e z é s  s e m  
l e h e t  e g é s z e n  j o g o s u l t .
Dietz Lajos.
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A MATHEMATIKAI ES PHYSIKAI TÁRSULAT HETEDIK 
RENDES KÖZGYŰLÉSE.
Az április legele jén  szétküldött közgyűlési m eghívóra 48  tagtársunk gyűlt 
össze április 3 0 -á n  d. u . 5 órakor az egyetem i fizikai in tézetben . Á prilis  
11-ike, a közgyűlés napjául m integy önként ajánlkozó nem zeti ünnep , az 
idén  a húsvéti szün időre esett, s  en n ek  folytán a választm ány a n evezett  
napot jelölte m eg  m int legalkalm asabbat. A körözött aláírási iv szerint je len  
voltak :
Ábrahám István, Balog Mór, Bartoniek Géza, B auer Mihály, Bodolu  
Lajos, Bozóky E ndre, Csillag V ilm os, Csopey László, D ietz Lajos, Erdődy  
Im re, F eich tin ger Győző, F raunhoffer Lajos, F röh lich  Izidor, Fiizy R ezső  
Gruber N ándor, Horti H enrik, K alecsinszky Sándor, Kármán F eren cz , 
Károly Irén, K iss Gábor, Kiss Károly, Kopp Lajos, K oschow itz Gyula, K önig  
Gyula. K övesligethy Radó, K ürschák József, La kits F eren cz , Lengyel István, 
Mórotz Kálm án, O berle Károly, Pékár Dezső, P ilez Ottó, Rados Gusztáv, 
Rejtő Sándor, R ón a  Zsigm ond, R ucsinszki Lajos, S ch m id t Ágoston, Szabó  
József (Vácz), Szabó Péter, Szekeres Kálmán, Szirtes Ignácz, Szuppán  
Vilm os, T angl Károly, Tőtössy Béla, Tordai Im re, V isnya Aladar, W itt-  
m ann Ferencz, Z em plén  Győző, összesen  48 , a k ikhez a közgyűlés a d m i­
nisztratív teend őinek  befejeztével m ég csatlakoztak br. Eötvös Loránd, 
Juckel Gyula és Mikola Sándor.
A közgyűlés napirendje v o lt :
1. E lnöki m egnyitó.
2. Titkári jelentés.
3. Pénztárvizsgáló bizottság jelentése.
4 . K öltségelőirányzat 1900-ra.
5. T isztikar és választm ányi tagok választása.
G. Indítványok.
A napirend letárgyalása egy órai időnél kevesebbet vett igénybe és te l­
jesen  sim án folyt le.
i
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A KÖZGYŰLÉS.
1. Elnöki megnyitó.
Báró Eötvös Loránd akadályoztatása folytán Schm idt Á goston alelnök  
nyitja m e g a  közgyű lést m agvas és  lendületes b eszéd del, m elyben a T ársu ­
latnak egyrészt a felső tan in tézetek  és különösen a T udom ányos A kadém ia, 
m int kiválóán tudom ányt m ívelő  in tézm ények  m ellett jogosultságát fejte­
geti, és m ásrészt m űködését a tisztán népszerűsítő társulatokkal hasonlítja  
össze. V isszapillantást vet a T ársu lat keletkezésére és  fejlődésére, és utalva  
kiadványainak sorozatára és a kebelében szü n etlen ü l m egnyilatkozó  
m unkakedvre é s  m unkaképességre, benne hazánkban életszü kség letet lát, 
m elynek biztos jövőt jósolhatni.
Az élénk éljenzéssel fogadott beszéd  után, m ely lyel a közgyűlés m egnyílt, 
következett a :
2. Titkári jelentés Kövesligethy Radótól.
T isztelt K ö zg y ű lé s!
Az e lm ú lt társulati év zajtalan tevékenységben  folyt le, de n ém ileg  
m égis k edvezőtlennek  n evezh etem , m ert nem  nyújtott alkalm at, hogy kö­
te lességein ken  túl is teh essü nk  Társulatunk érdekében. Jelen tését ism ét 
egyszerű szavakban rövidre foghatom .
A Társulat az elm últ évben 11 rendes ü lést tartott; összesen h a t előadó  
tiz m athem atikai, nyolcz előadó tíz'physikai tárgygyal foglalkozott. A tárgy- 
sorozat, m ely  a VIII. évfolyam zárófüzetében közzé van téve, elég  változatos  
és nem  csup án  ösm ertető ozikket, hanem  eg észen  új dolgozatokat is tar­
talmaz.
A M athem atikai és Physikai Lapok VIII. k ö tete  28  ív terjedelem ben  m eg­
jelent. Az u to lsó  füzet, és en n ek  folytán a m ost m egjelenő kötet e lső  két 
füzetjének k issé késett m eg je len ése  a szerzőn és  a szerkesztőségen  kívül 
eső okon m agyarázandó. A kötet tartalma a rend es rovatokon kívül 30, 
részben ön á lló ,részb en  ism ertető czikk, mely; 16 m athem atikai és 14- physikai 
tárgy között oszlik  m eg. K éziratokban —  szeren csére  -— annyira n em  volt 
hiány, hogy a  legjobb akarat m ellett eddig a tanulóversenyen  díjat nyert 
dolgozatokat sem  lehetett m ég  közölni.
A m athem atikai tanu lóversenyt, —  a sorozatban  immár V l-ot —  1899  
október 14 én  tartottuk m eg . A választm ánynak egy korábbi határozata  
értelm ében  leh e tő leg  korán kellett volna m egtartan i, és tényleg e lő ze tesen  
szeptem ber 23-ikára tűztük v o lt ki. Ámde a tanévnek  az egyetem i ép ítke­
zések folytán elhalasztóit k ezd ete  term észetesen  e verseny idejére is  volt 
kihatással.
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A szokott m ódozatok között Kolozsvárit 3, B udapesten  5 9  középiskolai 
érettségi vizsgálatot tett tanu ló  versenyezett, összesen tfzzel több, m int a 
m últ évben . B udapesten  3 9 , Kolozsvárit 2  dolgozat k észü lt e l a versenyre 
enged élyezett négy óra alatt és a K önig G yula elnök lete alatt működött 
tíztagú bíráló-bizottság az e lső  díjat K o m isch  Ödönnek, a p écs i főreáliskola, 
a m ásodikat Spitzer Ö dönnek , a budapesti VIII. kér. főreáliskola növen dé­
kének Ítélte oda, míg D evecis del V ecchio M ihály dolgozatát d icsérendőnek  
vélte . A választm ány e határozathoz hozzájárulván, az ered m én y szokás 
szer in t az őszi első rend es ü lésen  h ird ettetett ki.
A tanulóversenyek határozottan nagyon  népszerűek és  kétségen kiviil 
terjesztik Társulatunk tevékenységének  liirét. Már évekkel előbb  készül az 
ifjúság e szellem i tornaünnepélyre, a m it a szerkesztőnek gyakrabban b e ­
küldött ifjúsági dolgozatok is m egerősítenek.
A  választm ányi ü lések et m ost is csak o ly  szám ban tartottuk, a m int azt 
a Társulat ügyvezetése é s  az új tagok m egválasztása k öveteli. A lefolyt év  
ezen  ü lései is k izárólagosan a beléletre vonatkozó tárgyakkal foglalkoztak.
Szorosan  vett egyleti kötelességünkön tű i ez évben leg fö leb b  a Pallas 
N agy L exikon kiegészítőjéről tehetnék em lítést, a m elyben Társulatunknak  
m int testü letnek  élén ken  része volt.
A m ennyire m agától érthető kötelességünk volt, hogy az ezredév! kiál - 
lításon részt vegyünk, annyira  nem  lett v o ln a  czélszerű, ha a Társulat m int 
testü let a párisi világkiállítást felkereste volna. Egyes tagok term észetesen  
úgy kiállítókul, m int az ott tartandó kongresszusokon résztvevőkig  szerepel­
nek  és m egyugvással m ondhatjuk, hogy ez  oly m ódon történ t és fog tör­
ténni, hogy ebből a Társulatra is fog h áram oln i ném i d icső ség .
T ársulatunk tagszám ának már a m últ év i jelentésben  k iem elt állandó­
ságát az elm últ év is m e g e r ő s ít i; jelenleg 4 0 7  tagunk van (egygyel kevesebb  
m int az elm últ évben) és ezek  között 15 párto ló  és öröktiő és  hat hülgytag. 
Ezek tagdíja m ellett első sorban  a Magyar T udom ányos A kadém iának kö­
szönhetjük  fennállásunkat, a mely a m ú lt évben is k egyes volt Társula­
tunkat 2 0 0 0  koronányi segélyösszeggel tám ogatn i. B izonyára egyet m éltóz- 
tatnak velem  érteni, ha nagylelkű tám ogatásáért legm élyebben  érzett hálán­
kat fejezem  ki.
A létszám  stationálása term észetesen  a n n y it  jelent, h o g y  a társulatot 
n em  jelenték telen  szám ban  felkereső új tagok  helyett u gyanan nyi régi tagot 
veszítünk; A veszteség oka e lég  gyakran a tanárnak nem  ép e n  fényes h ely ­
zete, de vannak —  fájdalom  —  a kiket visszahozhatlanul kell siratnunk. 
Majoros E ndre, M ulesevics Miklós, P otom csik  Ignácz, Sárgay Antal, Soós 
Mihály, T inyó Jánosban sok év óta h ű séges tagot vesztettünk.
K iadványaink im m ár tisztes kötetsort k ép ezn ek , és nem  ám ítjuk m agun­
kat, ha h iszszük, hogy tanu lóversenyeinkkel a tanügy terén  is  hasznos szol-
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gálalot teljesítünk. A m ire a titkári jelentés m ár több ízben m utatott, e lér­
kezettnek véljük tehát az időt, bogy a T ársu lat a nagym éltóságu vallás- és 
közoktatásügyi M iniszter ú rhoz alkalmas a lak ban  adandó segélyért folya- 
m odhassék . A Miniszter úr irántunk való hajlandóságának m ár több Ízben 
jelét adta s így rem élhető, hogy kérésünk m eghallgatásra találhat. Meg­
szeretném  em líteni, hogy a választm ány e rem élt segélyből, term észetesen  
önállóságának teljes fenntartása m ellett, a középiskolai M athematikai 
Lapoknak is kívánna ju ttatn i, elism erésül azo n  szolgálatokért, m elyeket e 
hasznos folyóirat a tanítás terén  és versenyeink  előkészítése körül teljesít. 
Az erre vonatkozó em lékirat m egvan már, csak benyújtásának legkedvezőbb  
pillanatát várjuk be.
Egy három  évi cyklus v ég et ért; szivből köszönöm  azt a kedves jó indu­
latot, m ely lyel a tisztelt T ársu lat a titkárságot és a szerkesztőséget m unká­
jában m ind en kor tám ogatni szives volt és k érve, hogy m egbízatásunk utolsó 
aktusát, e rövid je len tésem et tudom ásul v en n i m éltóztatnék, kérem , hogy  
jóindulatukkal ajándékozzák m eg utódainkat is.
B udapest, 1900 április 30 -á n .
3—4. Pénztárnok jelentése.
A 2 5 0 . és 251. o ldalokon  kitüntetett je len tés m eghallgatása és az 
egyes tételek  egyenként való  m érlegelése u tá n  a  közgyűlés m egadja a pénz- 
tarnoknak a felm entvényt, és költségelőirányzatát 1900-ra egyhangúlag  
elfogadja.
5. Tisztikar és választmányi tagok választása.
A trienn ium  lete ltével alapszabályaink 2 0 . §-ának ren d elk ezése  értel­
m ében az egész tisztikar lelép ett és a választm ányból k ilép tek  Bartoniek  
Géza, Szily  Kálm án, T han  Károly és W ag n er  Alajos v. tt. A  közgyűlés föl­
függesztetvén , a választásokra került a sor, m elyek  köirnyítése-OzélyáhuLaz. 
eddigi tisztikar névsorát fe ltüntető  lajstrom osztatott szét.
A beadott 48  szavazat közül Tőtössy B é la  elnöksége alatt Szabó József, 
Kürschák József és S zek eres Kálmán tagtársakból állott szavazatszedő b i­
zottság je len tése  alapján esett
báró Eötvös Lorándra, m in t elnökre 4 8  szavazat. A leln ök ök  le tte k : 
König G yula 47  és Sch m id t Á goston 47 ; titkárok : K övesligelhy Radó 47, 
és R ados Gusztáv 4 7 ;  j e g y z ő k : Kopp L ajos 47, Kürschák József 47 és 
pénztárnok F eich tin ger G yőző 47  szavazattal.
A választm ányba beválasztották B artoniek  Gézát 4 7 , S zily  Kálmánt, 
Than Károlyt és W agn er A lajost 48 szavazattal. Szavazatot kapott m ég az
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alelnökségre Fröhlich Izidor 2, a titkárságra Kiirschák József é s  Tangl 
Károly 1 —  1, m int jegyző Mikola Sándor 2, m in i pénztárnok G ruber N án ­
dor, és m in t választm ányi tag Bodola Lajos 1 szavazatot.
Tisztikar és választm ány teh át teljességgel a rég i maradt.
6. Indítványok.
Az alapszabályok (24. §. 6 . pont) által k övetelt időben ind ítvány nem  
adatott be. Április 13-iki k e le tte l azonban F é n y e s  Dezső tagtársunk bead­
ványt in téze tt a választm ányhoz, m elyben kéri, hogy a közgyűlés a követ­
kező indítványát vegye tárgyalás a lá :
«Mondja ki a közgyűlés, h ogy  a legközelebb i rend es közgyűlést Aradon  
tartja m eg  s az ennek ren d ezésére vonatkozó m unkálatok végzésére a 
választm ányt felkéri. #
A beadvány m indazonáltal készséggel felolvastatott, de a közgyűlés, a 
m ely am ú gy  is ismeri a választm ánynak m ár eg y  ízben k ijelentett hajlan­
dóságát v idék i közgyűlések tartása iránt K önig alelnök  felszólalása után  az 
indítványt n em  veszi tárgyalás alá, hanem  a választm ányhoz utalja át tár­
gyalás végett.
Ezzel a közgyűlés h ivata los része befejeződött, s m iután D ietz Lajos és 
Károly Irén a m últ közgyűlés jegyzőkönyvét h ite lesítették , a le lnök  a gyűlést 
berekeszti.
*
Este 6  órakor a m ű eg y etem  technikai lizikai tanterm ében  m ég  négy  
rövid, fö lötte tanulságos előadást hallgattunk. W ittm an n  Ferenez : «az áram  
és m ágnesi tér kölcsönös hatásáról#, majd e lő a d á si kísérletek az akustiká- 
ból# czím  alatt m egkapó kísérletekkel b őven  ékeskedő előadást tartott. 
Majd K iirschák József értek ezett «az elem i g eo m etr ia i szerkesztések  e lm é­
letéről» és v ég ü l Balog Mór bem utatta m ozgatható , elm ésen  készített ábrá­
zológeom etriai modelljét a kör és ellipsis rokonságának kitüntetésére.
A lelnök  m egköszönvén  a  valóban tanu lságos, szép  előadásokat, a h ete­
dik rend es közgyűlést b erekeszti.
B E V E T E L 3. 1899. é v i zá rszá m a d á s. KI ADAS
Előirányzat Eredmény Előirányzat Eredmény
frt kr. frt kr. frt kr. frt kr.
1898. évi zárszám adási m aradvány _ 1418 05 1418 05 N yom dai k ö l t s é g e k _______ ___ _  _ 377 0 45 1888 54
Örökítő ta g d íja k ____ ___________ _ .... 25 — Írói t is z te le td ija k ...___________ _ 1733 •— 1498 40
Folyó évi tagdíjak .... . . . . _______ .... .... 1300 — 862 50 K isebb nyom tatványok _  _______... — — 3T> 0 6
Hátralékos ta g d íja k ____ ___________ 1692 — 911 ()5 Expedite) _________________________ 180 — 168 57
M. Tud. A kadém ia s e g é ly e ____ __  .... 1000 — 1000 — Irodai k ö ltség ek ______ _______________ 210 — 233 81
H irdetési d ijak_________ ____________ 80 — — — K özépisk. m ath, tanu lóverseny költs. 8 0 — 79 60
Kamatok ......... .......................................... 2 6 8 40 2 5 0 52 Alaptőkéhez csa to lta to tt_______ __  „ — — 125 —
E lőfizetési dijak ... 215 — 3 6 4 40 Maradvány k észpénzben  _  Irt 15.17
V egyes bevételek  _  _______ ___ 2 83 Takarékpénztári betétben _  7 8 9 .8 0 8 1 4 97
597 3 45 4834 95 5973 45 483 4 95
V A G Y O N V ág  tio n -m é r le g . T E H E R
K é sz p é n z ......................... .......  .... ____ frt 867 85 15 17 N yom dai t a r t o z á s o k __________ .„Irt 1870 06 1689 61
Forgó tőke : Ki nem  fizetett Írói tiszte letd ijak_  _ 440 — 2 1 0 —
L eszám ítoló  és pénzváltó bankban 74 4 0 Jövő évi szám lára átviendő egyenleg 699 99 20 36
M. kir. postatakarékpénztárban .._ 550 20 715 40 Tiszta v a g y o n ______ _______________ 62 1 0 — 6235 —
A lap tők e:
Első hazai ta k a r é k ]) ._____________ 1060 — 1185 —
1 drb koronajáradék-kötvény____ 50 — 50 —
M ajthényi O ltó-féle a l a p _______ 5000 — 5 0 0 0 —
Tagdijhátralékok ...............  .......  ... 1692 — 1027 —
Föl nem  vett h irdet, dij _ _ _ _ _ 80 —
92 2 0 05 814 6 97 9220 05 814 6 97
A szám adásokat m egvizsgáltuk  és rendijén találtuk. B udapesten, 1900 ápril 5.
A választm ány m eg b ízá sá b ó l: R ados G usztáv s. k. A közgyű lés m eg b ízá sá b ó l:
Gruber N ándor s. k. Kürschák József *. k. titkár. B ogyó  Sam u s. k. B alog Mór *. k.
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kor. fill. kor. fill.
1899. évi zárszám adási m aradvány 1609 94
Folyó évi tagd ijak b ó l. . . . _____________ 2039 —
Hátralékos tagd íjak ból_____________ 2054 —
M. Tud. Akadém ia s e g é ly e _______ ___ 2000 — •
H irdetési dijak_________, __________ 320 —
K am atok :
a )  M ajtbényi O ttó-féle alap kain. 400 —
b) alapítványok k a m a ta i__________ 102 80
c) koronajáradék s z e l v é n y e ____ 4
d )  időközi kam atok________________ 50 36 557 16
E lőfizetési dijak __ _ ___ ________  .... 500
9680 10
I k o r . till. k o r . fill.
N yom dai tartozások ............... ..... .......... . 13379 22
Folyó évi nyom dai költségekre .... .... 2520 K8 5900 10
írói tiszteletd ijak :
a) ki nem  fizetett Írói d ija k ...____ 420 —
b) folyó évi irói dijak és szerkeszt. 2400 — 2820 —
E x p e d it ió ____ ___________ _________ 400 —
Irodai költségek .... _ ......  „  . . . ____ 400 —
K özépisk. m ath, tanu lóverseny  ... _ 160
9680 10
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Goldbach törvénye.
Az u. n. GoLDBACH-féle törvén y*  szerint tudvalevőleg m ind en  páros 
szám  2n előá llíth ató  m int két, x  é s  y  törzsszám nak összege. Ezt az állítást 
m ég máig sem  bizonyították be és  annál k evésbé tudják m in d en  páros 
szám  ily felbontásainak  szám át függetlenü l m egad n i. Köszönetét érd em el 
tehát Cantor G ., a ki e törvényt kísérleti u tón  m egvizsgáltatta m in d  az 
1 0 0 0 -nél k isebb  páros szám okra nézve is vizsgálatainak eredm ényét egy  
táblázatban k özzétette .**
Ez a táblázat m in d en  2n  páros szám nak adja fe lbontását két, x  és y  törzs- 
szám összeadandóra, a hol x  <  y, oly m ódon, h ogy  m egadja az összes  
hozzátartozó x  törzsszám okat és  az utóbbiaknak szám át v-t is .* * *  E táblá-
* ügy látszik, hogy Golubach vette először észre e törvényt. Azután 
EüLER-rel közölte észleletét, a m in t ezt EuLERnek egy GoldbachIioz czímzett 
és 1742 junius 30-áról keltezett leveléből látjuk, (v. ö. P. H. Fuss, Correspon­
dence mathém atique et physique de quelques célébres géornétres du XVII e 
siécle Szt. Pétersbourg 1843. I. k). E uler az erulíttet levélben még megjegyzi, 
hogy más két GoLDBACH-tól felállított tétel helyességét azonnal kitudja m u­
tatni, ha a GoLDBACH-féle törvényt helyesnek ism eri el, t. i.
a) Minden páratlan szám előállítható mint S törzsszám összege.
b) Minden g egész szám előállítható mint tetszőleges számú törzsszám és 
»égül mint g egység összege.
Lucas «Theorie des nombres, Paris 1891» ez. művében e tételt W arjngi 
nek (Meditationes abgebraicae) tulajdonítja; de mindenesetre Goldbachot 
illeti meg az elsőség.
** Association francaise pour P avancement des sciences. Congrés de Caen 
1894.
*** Az 1 szám ot úgy Cantor m int én a törzsszámok közé vettük. Ennek 
jogosultságáról a vélemények eltérnek. Ez a felvétel avval az előnynyel bir, 
hogy így a 2 is hódol a GoLDBACH-féle törvénynek, mely így l- |- l - r e  bont­
ható fel. Minden egyéb páros szám ra e felbontás lényegtelen, mert mindezek­
nél v > l .
*
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Hatból az következik, hogy a GoLDBACH-tele törvény szigorúan helyes és 
hogy v értékei ingadozásokat mutatnak ugyan, melyek eféle számelméleti 
függvényeknek sajátságai, de n értékének növekedtével folyton nagyob­
bodnak.
Mivel az első ezer szám  közül jóval több  a törzsszám  m in t a többiek  
közül (1— lOUO-ig van 169, 1001— 2 0 0 0 -ig  135, 2001 - 3 0 0 0 - ig  127, 
3001  4 0 0 0 -ig  120, 3 0 0 1 — 5000-ig  1 19), kívánatosnak lá tszo tt e törvény
m egvizsgálásának folytatása. K ülönösen p ed ig  v v ise lk ed ésén ek  további ta ­
nulm ányozására kívántam  bővebb anyagot. Ez okokból az 5 0 0 0  ig terjedő  
ö sszes páros szám oknak szétbontását egy  tőlem  adott eljárás szerint ki­
szám íttattam . * E leinte szándékom  volt e  vizsgálatot 1 0000-ig  folytatni; 
de m ivel a táblázat terjedelm e m indjobban növekszik, m in é l m agasabbnak  
választjuk a felső határt, m egszorítása 5 0 0 0 -ig  feltétlenü l szükséges volt, 
h ogy a táblázatnak tú lságos nagy terjedelm ét kikerüljük.
L e g y e n  it t  m e g e n g e d v e ,  h o g y  a z  e  tá b lá z a t b ó l  k ia d ó d ó  e r e d m é n y e k e t  
r ö v id e n  ö s s z e fo g la lj a m . M in d e n e k e lő t t  k i t ű n ik ,  h o g y  a  G oL D B A cn-féle t ö r ­
v é n y  a z  ö s s z e s  m e g v iz s g á l t  s z á m o k r a  k iv é t e l  n é lk ü l  é r v é n y e s ,  s ő t  a  tö r v é n y  
é r v é n y e s s é g é t  a  1 0 ,0 0 0 - i g  te r je d ő  ö s s z e s  p á r o s  s z á m o k r a  i s  b iz o n y í t h a t o m .  
A C an to r  ú r  á lta l  t á b lá z a tá b a n  te t t  é s z r e v é t e l ,  h o g y  v  i s  —  a z  e lő b b  e m l í ­
t e t t  s z á m e lm é le t i  in g a d o z á s o k t ó l  e l t e k in t v e  —  n n ö v e k e d t é v e l  n ö v e k s z ik ,  
t o v á b b r a  i s  é r v é n y e s n e k  b iz o n y u l .  íg y  p l.  v > 1 0 ,  h a  2 « >  4-28  é s  v > 2 0 ,  
h a  2 « >  1 4 1 2 .  É p  e z  a  k ö r ü lm é n y  s z ó l  k ü l ö n ö s e n  a  m e l l e t t ,  h o g y  a G o l d - 
BACH -féle tö r v é n y  á l t a lá n o s a n  é r v é n y e s .
H a m egfigyeljük a v szám ok sorát, azon n a l egy további n evezetes tör­
vényszerűség tűnik fel, m elyet Cantor úr is, m in t velem  szób elileg  közölte, 
m ár előbb  táblázatában észrevett. Az tűn ik  ki t. i., hogy m indam a 2 n 
szám oknál, m elyek 3 -m al oszthatók, v relativ  m axim um ot ér e l tekintettel 
a két m egelőző és két következő 2 n -h ez tartozó v értékekre nézve. Ez a j e ­
le n sé g  2 n = 3 ( i- tó l  kezdve —  addig v értékei kisebbek, sem h ogy  azt észre- 
veh etn ők  —  az egész táblázaton végig é le se n  fellép, avval az egyetlen  k ivé­
tellel, hogy 2 n = 1 5 4 0  és 2 n = 1 5 4 2  érték ek hez ugyanaz a v tartozik, v am a  
érték e tehát, m ely egy 3 -m al osztható 2 n  szám h oz tartozik, kivétel nélkül 
felső határa am a v szám oknak, m elyek a két k özvetetlcnü l m egelőző 2n 
szám okhoz tartoznak. E je len ség  m agyarázata az, hogy a 6m  alakú számok  
kétféle felbontást en ged u ek  m eg, t. i. vagy x —3 /c -f  1 és i / = 3 i + 3 ,  vagy 
r = 3 / c + 2  és j / = 3 Z + l ,  in ig  a 6m  +  2 alakúak csak egyfélekép  bonthatók  
fe l:  x —'3k-\-\, y= 3 k+ l  és a  6 m + 4  alakúak szintén  csak egyfélekép
-258
* Ez a táblázat legközelebb kimerítő szöveggel a «Kaiserl. Leopoldinisch 
Carolinische Deutsche Akademie der Naturforscher» Nova Aetainak 72. köte­
tében fog megjelenni.
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, c = 3 f t + 2 ,  « /:= 3 < + 2  a két utóbbi esetb en  az egy a = 3 ,  i / = 2 n + 3  fel 
bontás is előfordulhat. H a m ár m ost m in d en  páratlan szám  törzsszám  
len n e, akkor a 3-m al osztható 2n szám ok  v értékei szám ára keltem 
relativ m axim um oknak fellépniök  ; a törzsszám ok nagyon rend etlen  e lo sz­
tásánál azon b an  a relativ m axim um oknak ez  az éles k idom borodása na­
gyon m eg lep ő  és em lítésre m éltó.
A v szám ok szabályszerűsége a 3 szám ra vonatkozólag adta m eg a g o n ­
dolatot, hogy m egvizsgáljuk, vájjon a többi törzsszám okra vonatkozólag  
előá llan ak-e hasonló szabályok . Ha a 2 n  szám ok at felosztjuk (m od . 5)-re  
vett m aradékaik  szerint, akkor a lehetséges felbontásokra a következő  táb­
lázatot n y er jü k :
Maradék K ;/
5  k + 1 bl + 4
0
bk + 2 bi + 3
5 * + 3 bl + 2
5 k + 4 bi + 1
5 k + 1 bi + l
2 5 k + 3 bi + 4
5 k - f 4 bi + 3
5 k + 1 bl + 3
1 5 k + 2 bl + 2
5 k + 3 bl + 1
bk + 2 bl + 4
6 bk + 3 bl + 3
bk + 4 bl + 2
bk + 1 bl + 2
8 bk + 2 bl + 1
bk + 4 bl + 4
T ehát m inden 5-te l osztható  2n értékre nagyobb v érték e t várhatunk, 
m int a szom szédos szám okra nézve. H ogyha a táblázatot erre nézve m eg­
akarjuk vizsgálni, term észetesen  az előbb  m egállapított törvényszerűséget 
3-ra n ézve tekintetbe kell vennünk és ezér t a v szám ok m egvizsgálását 
kettős m ódon  kell eszk özö ln ü n k . Először kell a 3-m al oszth ató  2 »  szám ok  
sorozatát m egvizsgálnunk  és m ásodszor am a 2 n  szám ok sorozatát, m elyek  
m egm aradnak, ha az ö sszes  2 n szám  közü l m jnd a csak 3 -m al és nem  
egyúttal 5 -te l sorozhatókat kitörüljük. M indkét esetben —  kevés kivétellel 
az a v szám , m ely egy  ö tte l osztható szá m h o z  tartozik, am a v értékeknek  
felsőhatárát képezik, m elyek  a közvetlenül m egelőző és ö tte l n em  osztható
esetleg  m ég  
x  =  5 , / /  -- 'Un 5
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2n szám okhoz tartoznak ; többnyire m ég relativ  m axim um ok is é lesen  ki­
dom borodnak. Ha vannak is, m int már em lítők , kivételek eb b en  az eset­
ben, m égis a törvényszerűség m ég m indig nagyon feltűnő, tek intettel a 
törzsszám ok rendetlen elosztására.
H asonló m ódon folytathatjuk a vizsgálatot és m egvizsgálhatjuk a v 
szám okat a 7 számra vonatkozólag. A n a ló g o k b ó l várhatjuk, hogy valam ely  
7-tel osztható 2n szám hoz tartozó v érték fe lső  határa lesz m indam a 2n 
szám  v értékeinek, a m elyek  az illető és a m egelőző 7-tel oszth ató  szám  
között fe k ü sz n e k :
Most m eg  kell v izsgálnunk 4  különböző szám sorozatot, t. i.
1. A 3 — 5-tel osztható in  szám ok sorozatát.
2. a 3 -m ai osztható in  szám ok sorozatát, m iután  közülök az 5-te l és 
nem  egyúttal 7-tel is oszth ató  szám okat k itöröltük .
3 . az 5 -te l osztható in  szám ok sorozatát, m iu tán  közülök a 3-m al oszt­
ható szám okat törültük.
4. m indáina  in  szám ok sorozatát, m elyekb ől a 3-m al vagy 5 -te l és nem  
egyúttal 7 -te l osztható szám okat törültük.
T ényleg  e négy sorozatra az előbb k im ondott feltevés kevés kivétellel 
igaznak bebizonyít].
Ha ily m ódon a vizsgálatot folytatjuk, akkor, ha 1-et első, 2 -t m ásodik, 
3-m at harm adik stb. törzsszám nak jelöljük, az n -edik  törzsszám nál össze­
sen  2 n — 3 ily szám sorozatot kell vizsgálnunk. M indem e sorozatokban az a 
y szám , m ely  egy p-vei osztható  2n  szám hoz tartozik, kevés k ivétellel felső 
határa m in d  am a 2n  szám okhoz tartozó v értékeknek, m ely  szám ok az 
illető és a m egelőző /)-vel osztható szám  között vannak.
M inthogy egyelőre te ljesen  lehete tlen n ek  látszik, hogy v-1 m in t n függ­
vényét m eghatározzuk, fen tebb i szabályszerűségeknek  m egállapítása talán 
nem  érdektelen  ; úgy látszik tehát, hogy v lén y eg esen  attól függ , m ely törzs­
szám okkal osztható 2w és nem  attól, h ányszor osztható in  valam elyi­
kükkel.
E gyebekben  a táblázatot m agát kisérő, k im erítő szövegre k ell utalnom . 
Legyen in ég  m egengedve, hogy röviden m egm utassam , hogyan  lehet  
egy eszközt szerkeszteni, m elynek seg ély év el m inden  <  2  N  páros 
szám nak felbontását törzsszám  összeadandókra m inden szám ítás nélkül 
m egkaphatjuk. Két parallel szallagra felírjuk az összes páratlan szám okat 
l-tő l 2 N — 1-ig egyenlő távolságban egym ástól, az egyik szallagon  növekvő, 
a m ásikon fogyó sorrendben ; a törzsszám okat m indkét sza llagon  valam i­
képen k iem eljük. Ha m ár m ost a két sza llagot addig eltoljuk, m ig  az első  
szallag 1 szám a szem ben áll a m ásodik szallag in — 1 szám ával, a h o l n < N ,  
akkor m ind  am az esetek , a  m elyekben  m ind két szallagon törzsszám ok álla­
nak egym ással szem ben, m egadják in  m in d en  felbontását törzsszám  össze­
lő*
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adandókra* ; a m ellett az első sza llagnak  csak am a törzsszám ait kell tek in ­
tetbe vennünk, m elyek  n. N agyobb k ényelem  szem pon tjáb ól m indkét 
szallagot a beállítás m egtörtén te után egy tekercsről le  —  és egy m á ­
sikra fel kellene göngyölíten i. K ön nyű  azután m ég eg y  szám olóm űvet 
alkalm azni, m ely m egadja a v szám ot a legöngyőlítés m egtörtén te után.
H aussnek R. előadása  a «D eutsche M athem atiker-V ereinigung» 1896-ik i 
g y ű lé sé n ; fordította K opp L ajos.
* C sak 4 = 2  +  2 fe lb o n tá s  n e m  á ll  e l ő ;  ez  azon b an  á l ta lá b a n  k iv é te le s  
h e ly z e te t  fo g la l e l , m e r t  az eg y e d ü li fe lb o n tá s , m é lyn él 2  fe l lé p h e t .  H a ez t a 
fe lb o n tá s t  f ig y e lm e n  k iv iil h agyjuk , e lő n y ü n k , h o g y  c sa k  a  p á r a t la n  szám ok at  
v e s s z ü k  igén yb e .
A SZÁMOK OSZTHATÓSÁGA ELMELETEHEZ.
Ismerünk eljárásokat, a melyek szerint valamely adott szám-, 
függvény-, vagy alakból újakat képezünk, a melyek bizonyos tekin­
tetben az adottakkal azonos tulajdonságot mutatnak. Ilyen egy­
szerű eljárás az, a melylyel két egész szám legnagyobb közös osz­
tóját határozzuk meg; szerinte a két adott számból két más 
kisebb — számot alkotunk, a melyeknek ugyanazon legnagyobb 
közös osztójuk van, mint az adott számoknak. Egy másik ilyen 
eljárás az, a melylyel megállapítjuk, hogy valamely szám 3-mal vagy 
9-czel osztható-e; ekkor is egy új számot, az adott szám szám­
jegyeinek összegét képezzük s ez az adott számmal egyidőben oszt­
ható vagy nem osztható 3-mal, ill. 9-czel.
A számelméletre nézve tehát úgy elméleti, mint gyakorlati fon­
tossággal bírhat oly számok ismerete, melyek valamely adott szám­
mal egyidőben oszthatók vagy nem oszthatók egy adott osztóval. 
Bizonyos számok ilyen tulajdonságát fejezi ki a következő tétel is : 
Ha r  és s oly két szám, a melyre nézve
rs =  1 (mod. p), (1)
akkor az
Am =  xtfn~m +  xxrn~m- x -1-------f- xn- m +  J?n_ m+is +
+  xn- m+iß* +--- +  xns"-m (2)
(m =0, 1 ,.  . . , n)
számok bármelyike az összes itt felsorolt lobbi számoldal eyy- 
időben osztható vagy nem osztható p-vel.
Ugyanis szorozzuk meg az
n n—m >
A 0 =  2  • t ’ d " ' 1 " '  -  2  X j T " ~ '  +  2  X (T n - i
i —0 i=U i=n-rm +1
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számot s”t-nel, hol
J ' / / /■'  n,
akkor
n—m n
SmA 0 =  Smr m 2  •Kirn~ m ~ i +  2  X ir n - is n - is m -n.+ i' (3 )
i = 0 i —n —m + í
De az (1) alatti feltételi kongruencziával együtt íenriáll az
r‘sl =  1 (mod. p)
kongruenczia is, még pedig a l minden pozitív egész számú érté­
kénél s így erre való tekintettel a (3) alatti egyenlőség jobb oldala 
mod. p-re nézve a
n—m n
2  ,r,,sm " +i
i =0 i —n —m + 1
kifejezés értékével kongruens. De ez a kifejezés azonos a (2) alatti 
A m értékkel, azaz
smA0 =  Am (mod. p);
és minthogy p  és s a feltételi kongruenczia szerint relativ törzs­
számok, A0 és Am csak egyszerre lehetnek oszthatók vagy nem oszt­
hatók p-vel. Ha to egymásután felveszi az értékeket 1 -töl n-ig, úgy 
A m egymásután felveszi az At , rl2, . . . , A„-1, An értékeket s így 
ezek mind /lc-sal egyidőben oszthatók vagy nem oszthatók p-vel.
Ezzel a tétel be van bizonyítva.
Érdekes azonban e tételt, mielőtt néhány jól ismert gyakorlati 
esetre vonatkoztatjuk, más oldalról is megvilágítani.
E tétel ugyanis így is fogalmazható :
Ha r és s oly számok, a melyek az
rs — 1 =  0 (mod. p) (4)
kongruencziának elegei tesznek és
•' u> *Él > • ■ • > J'n—l >
oly értékrendszer, mely az
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r"x0 + r n- h ; í l ---------- \-rHc , , _ . 2  +roc„. ,
r"-,x0+r" a.r,H---- t-r£r„_2 + # „ -i +  .S.r
U n o d .  p)
rx„ +a?, H-------f- sB_3íc „ _ í+ sn“ 2« n - i+ « n_1ícn=  0
+S.T-J H--------- f-.sn - % 'fl_ 2 + s n ~ 1í r n _ i + s ’i.T„ =  0
homogén linear kongrueucziák egyikét kielégíti, akkor ez az érték- 
rendszer kielégíti az összes többi kongruencziákat is.
Ennek bebizonyítására alkossuk meg először a kongruenezia- 
rcndszer determ inánsát:
iy>n y*n— 1 . r2 r 1
y*'/1 — 1 y>n—2 . r 1 ¥
Un '—
r í . sn~3 gn—2 gn — 1
1 $ . s“- 2 sn-l sn
Vonjuk m ost le a második sor r-szeresét az első sorból, úgy
0 0 . 0 0 1 —
<y»n—1 »^n—2 . r 1 s
Un — . .
r 1 v>n—3 sn-2 <•>1 —
1 S s»—2 <•71—1 sn
/y»n— 1 y*n—2 .  r 1
( I V - 1  '■ 1
ty*n—2 lytlS .  1 .S
1 8
r 1 g n —3 gn—’S.
1 s  . . . s ' 1 - 2 S n — 1
De a használt jelölés értelmében az első determináns tényező 
l \ - gyei, a második D „_r gyel egyenlő és így
Dn =  ( . - \ r - ' l \ . D n- u
és ugyanazon oknál fogva
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Dn- i  =  ( - í ) ^ D t .]Jn^  
A ,- í =  ( -1 )" -3A - í >«-3
Ü2 =  ( - 1 )!/),. A  
A  =  ( - i ) ° A -
Ezen egyenlőségek szorzásából következik, hogy
n(n—1) n (n—1)
Dn =  (-1)' * D» =  ( - l ) _ (rs-1)».
A D„ determináns ezen értékéből a (4) alatti kongruencziára 
való tekintettel következik, hogy
Dn =  0 (mod. p),
és így az (5) alatti homogén lineár kongruencziáknak mindig van 
a zérustól különböző közös megoldásuk.
Most kimutatjuk, hogy a Ün determináns minden másodfokú 
aldeterminánsa mod. p-re nézve zérussal kongruens.
Képezzük a determináns (7i-j-l)-dik és (/í-{-i+l)-dik sora (A+lj- 
dik és (fc+í+lj-dik elemeiből alkotott másodrendű aldeterminán- 
sát. Ez ily alakban irható :
y n —( h + k )  y n —{ h + k + l )
y>n—{ h + i  +  k )  y . n — ( h + i + k + l )
a hol azonban megjegyzendő, hogy valahányszor valamelyik elem 
hatvány-kitevője negatív, mindannyiszor benne r helyett s a meg­
felelő pozitív hatványkitevővel írandó.
A á determináns vizsgálatánál már most három lehetőség for­
dulhat elő.
a) A A determináns minden elemének hatvány k itevője pozitív; 
akkor
j/J =  |*2u—(ü2 h + i + u2 k + l )  y & n — t f t h + i + l k + l )  —
b) A J determináns elemének hatvány kilevője negativ, a 
többi elemé pozitív; akkor
«11 «12,
(lü)\ «22
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y>n— ( h + / c )  y>n— ( h + k + l )
y n — ( h + i + l c )  g h + i  + k + l — n  
—  y2n—(2h+i+2fc+J) ^ y h  + i  + k  + l — n  g h + i  +  k  +  l —n __
c) A A determináns két elemének hatvány kitevője negativ (a22 
és pld. an -é); akkor
A =
y*Yl—( h + k )  g h + k + 1  — 11
iy>1 l — (fl~h i + k )  gh~\-Í-\- lz-\-1 —11.
—  mM — ( h + i + k ) g h + k + l —n ( r V — 1 ) .
Minden egyéb esetben, midőn ugyanis a22 és vagy a&, an 
és am, vagy midőn a A mind a négy elemének hatványkitevője 
negativ, a másodrendű aldeterminánsok kiszámítása a c), h), ill. a) 
esetre vezethetők vissza.
Látjuk tehát, hogy minden esetben
A =  0 (mod.p),
mert a (4) alatti feltételi kongruencziával együtt az
rtst—1 = 0  (mod. p)
kongruenczia is áll, t minden pozitív egész számú értékénél.
De abból, hogy D„ minden másodfokú aldeterminánsa mod.jö-re 
nézve zérussal kongruens, következik, hogy minden
X 0  , X%) . . • , x n
értékrendszer, mely az (5) alatti kongruencziák egyikét kielégíti, 
kielégíti egyúttal a többieket is, és ezt akartuk épen bebizonyítani.
E tárgyalást, már most a tétel néhány gyakorlati vonatkozásával 
fejezem be.
I. Legyen valamely szám a tizes számrendszerben kifejezve
A0 =  [XqX ^  . . . *„- !*„] =
— x 0. lO"-fa‘1. 10» M------Vxn- \ . 10+a?n , (6)
és tegyünk a tételben
r  =  10
s =  1;
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úgy ezek mod. 3 és 9-re nézve eleget tesznek az (1) alatti feltételi 
kongruencziának, mert
rs = 1 0 =  1 (mod. 3, 9).
De akkor a tétel értelmében
A n =  O C o + - r t  • i ' + X , .  12+  •• ■ + x „ - í  . l ' - ' + X n  . 1 " =
=  .'r0-|-.T1-)-a;2H------L^n-i+^n
szám d 0-sal egyidőben osztható vagy nem osztható 3, ill. 9-czel.
2. Legyen ismét a szám a tizesszámrendszerben kifejezve a (6) 
alatti Á0 szám, és a tételben tegyünk
r  =  10
« = -  h
úgy ezek mod. 11 -re nézve eleget tesznek az (1) alatti feltételi 
kongruencziának, mert
rs =  — 10 =  1 (mod. 11);
de akkor a tétel értelmében
A „ =  acb+aíj. ( - 1 )1+ %  • ( -  D2+  • • • +•*»-! • ( - 1)"-1 +rn ■ ( - 1)» 
=  x 0—Xj+Xq—x 3-]-----b( ~  l)níc”
szám szintén /t0-sal egyidőben osztható vagy nem osztható 11-gyel.
Az 1. és 2. alatti eredmények a számoknak jól ismert 3-mal, 
9-czel és II-gyei való oszthatósági tételekkel azonosak.
3. Legyen ismét a szám a tizesszámrendszerben kifejezve a (6) 
alatti A0 szám és tegyünk a tételben
r =  10
s =  - 2 ,
úgy ezek mod. 3, 7 és 21-re nézve ismét eleget tesznek az (1) alatti 
feltételi kongruencziának, a mennyiben
rs = -  20 =  1 (mod. 3, 7, 21).
De akkor a tétel értelmében
A SZÁMOK OSZTHATÓSÁGA ELMÉLETÉHEZ. 21)3
yl I — .Tq.IO" 1 -\-Xy . 10” 2-|-------}-.Tn_ä. lO+.'Krt-i+.'X'n (— 2) —
=  [ « a » !* *  • • • a ? n -2 « n - i ]  —  2ar„
szintén /l0-sal egyidőben osztliató vagy nem osztható |)-vel.
Ez is igen jól ismert eredmény, mely szerint: 
ha valamely szám utolsó számjegyének kétszeresét az előtte álló 
számjegyek alkotta számból levonjuk, a maradék az adott szám­
mal egyidőben osztható vagy nem osztható 3-mal, 7-tel, ill. 21-gyel.
Privorszky Alajos.
A VÉGES CSOPORTOK ELMÉLETÉNEK ÚJABB 
IRODALMÁBÓL.
(Harmadik közlem ény.)
IV. A k om p lex u so k ró l.
A véges komplexus definicziója. Komplexusnak nevezzük az 
elemeknek oly rendszerét, a melyre nézve meg van adva a szor­
zást törvény, a melyről kikötjük, hogy egyértelmű, associativ je l­
legű és hatására nézve véges legyen, azaz bárhányszor alkalmazva 
csak véges számú különböző elemet eredményezzen. Továbbá 
valamely elem szorzata különböző elemekkel különböző legyen.
Komplexust alkot pl. valamely csoportból tetszőleges módon kivá­
lasztott elemek rendszere. És fordítva az előbb adott definiczió követ­
keztében minden komplexust csoporttá lehet kiegészíteni. A kom­
plexus elemeire a szorzás definiálva van, így tehát világos, mi 
értendő a komplexusnak valamely hatványa alatt. Vadaméig kom­
plexus r-dik hatványa alatt értjük az elemekből alkotott r tényezős 
szorzatok komplexusát (a tényezők között egyenlők is lehetnek).
Két komplexus közös elemeiből alkotott komplexus a két kom­
plexusnak legnagyobb közös osztója; az a komplexus, mely a kél 
komplexus összes elemeit és csak ezeket tartalmazza, a legkisebb 
közös többes.
Ha két komplexus olyan, hogy a különböző komplexusokhoz 
tartozó elemekre nézve is meg van adva a szorzási törvény, a mely 
az előbb részletezett tulajdonságokkal b ir : beszélhetünk e két kom­
plexus szorzataról. Mivel a szorzás általában nem les? kommutatív 
jellegű, ügyelnünk kell a tényezők sorrendjére.
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Az 3(93 szorzat alatt értjük ama héttényezős szorzatok kom­
plexmát, a melyekben az első tényező %-nak, a második 5'd-nek 
eleme.
Az 91, 33 komplexusokról akkor és csak akkor mondjuk, hogy 
kommutativek, ha
2133 - 3321.
I. Az  21 komplexus elemei akkor és esalc akkor alkotnak cso­
portot, h a :
2t2 =  2Í. (1)
Az (1) alatti reláczió először is szükséges feltétel; ha ugyanis 21 
csoport és A  valamely eleme, akkor
21A =  21
és igy
2121 =  2l2 =  21.
Ha pedig az (1) alatti reláczió ki van elégítve, akkor
2ls =  2ía21 =  212 =  21 
21” =  3Í
(»- 1,2,3, . . .)
tehát az 21 komplexus olyan, hogy elemeiből szorzatokat készítve, 
a komplexuson belül maradunk. Ezt hozzávéve a szorzás törvényé­
nek többi tulajdonságaihoz, csakugyan csoportot kapunk. E tételből 
folyik a következő:
II. Két csoport legnagyobb közös osztója csoportot alkot. F. cso­
port mindkét csoportnak alcsoportja. Legyen ugyanis a legna­
gyobb közös osztó komplexusa d, akkor ennek definicziójából 
adódik
tP =  ti,
a mivel a tétel ki van mutatva.
III. Ilii az 21, 21 csoportok legnagyobb közös osztója d és e 
csoportok rendszámai szerint a, b, d, akkor az 2133 komplexus
BAUER MIHÁLY.
" y  számú elemei, tartalmaz, még pedig a szorzásnál mindegyiket
d-szer kapjuk meg * ( F r o b e n i u s .)
Legyen
21 =  R0ti +  R 1ti+ ---+ R j -  id  (2a)
és
23 =  tiS0 -j- §S1 -j----- h í9*S'/c_i, (2 b)
tehát az 2123 szorzat az
Illáid Sm
( i=o, í.......>-i\
\»n=0, í , . . ., k-\)
komplexusokból áll. De
fíi,WSm =  Rß*Sm --= R,tiSm
s így tételünk teljesen be lesz bizonyítva, ba kimutatjuk, hogy a 
d csoport minden elemére nézve az
RißSm (3.
/ ;=o,i,...,j - i \
\m = 0 , 1, . . . ,  le-
szorzatok különbözők. Ezt azonban könnyű bebizonyítani. Legyen 
ugyanis
RiáSm — R„tiSr ,
a hol Ö helyébe mindkét oldalon a ti csoportnak egy-egy eleme 
értendő. Ezek az elemek lehetnek megegyezők, lehetnek különbözők) 
Akkor ebből következnék
( R ^ R l)á  =  d (SrS - í). (4)
Az (R„ ' R,) eleme az 21, az (SrSm ) szorzat a 23 csoportnak. Mivel 
azonban az 21, 23 csoportoknak ti a legnagyobb közös osztója, 
(4)-ből következik, hogy
R j iRi eleme d-nak 
SrSm 1 eleme d-nak
* A m ilyen  egyszerűnek látszik e téte l, olyan fontosak következ­
ményei. Úgy, liogy bízvást alaptételnek tek inthető . A tételn ek  sp ecziá lis  
esetei Frobenius előtt is m á r  ism ere tesek  v o ltak .
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a mi azonban (2a) és (26) szerint csak akkor lehetséges az I. sza­
kasz tárgyalásai értelmében, ha
/ =  n 
r =  m.
Tehát, az 3133 különböző elemeinek száma :
idk _  SL d b _  ab
~  d d d ~  d
és minden elemet a szorzásnál d-szer állítunk elő.
IV. Az előbbi tételben szereplő 9TB komplexus akkor és csak 
akkor alkot csoportot, ha 9t és 33 kommutativek.
Először is a feltétel szükséges. Ugyanis kell, hogy az 9TB kom­
plexus a 3331-t tartalmazza, de III. szerint ez a két komplexus 
ugyanannyi elemet tartalmaz és így csakugyan szükséges, hogy
3133 = 3391
legyen.
Másodszor elegendő is a feltétel, mert teljesülése esetében
(3133)2 =  (9TB) (9133) =  91 (3391) 31 =  9l2332 =  9131
s így I. szerint 9133 tényleg csoport.
Ha 91 valamely csoportnak invariáns alcsoportja, akkor kom­
mutativ a csoport minden elemével, s így kommutatív magával a 
csoporttal, vagy annak bármely alcsoportjával. Ezt tekintetbe véve, 
kapjuk az előbbi tételből, mint specziális esetet, a következőt.
IVb. Ha 91, 33 alcsoportjai valamely S) csoportnak és 91 in­
variáns alcsoport, akkor
9131
szintén alcsoport. Rendje <d> ■(ai
Az invariáns alcsoport fogalmából következik, hogy ha 33 is 
invariáns Jg-nak alcsoportja, akkor 9133 is invariáns alcsoport. 
Ugyanis
M  =  91R
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és így
vjsca9 =  m R .
A IV. alatti tétel még így is lenne fogalmazható, hogy ha 21 és 
23 egymáshoz kommutativ csoportok, akkor az 9193 szorzat adja 
meg az 21, 23 csoportok legkisebb közös többesét.
V. Ha az 21, 23 csoportok az egységen kívül közös elemet nem 
tartalmaznak (relativ prímek) és mindegyikök kommutatív a 
másik csoport minden eleméhez, akkor 2t minden eleme kommu­
tativ 23 minden eleméhez és viszont.
Fia A, B  az 21, illetőleg a 23 csoportnak tetszőleges elemei, akkor 
a pnemissák szerint
B~1A B  eleme 2t-nak 
eleme 23-nek
és így
A~1B~1A B  =  A -1 (B~lA B) =  (A ' lB U ) B 
közös eleme 21, 23-nek, tehát
A~1B~1A B  =  E
vagyis
B -'A B  =  A
és ugyanígy
A -'B -'A  — B - \
a mivel tételünk be van bizonyítva.
VI. Ha a ,ő csoport rendje
n — ah, (a, b) — 1
és 2Í a-adrendű invariáns alcsoport, akkor más a-adrendű alcso­
port nem létezik, továbbá minden alcsoport, melynek rendje a-nak 
oszlója, egyszersmind 21-nak alcsoportja (Fkobenius).
Legyen ugyanis 23 oly alcsoport, melynek rendje b a-nak osztója. 
21, 23 legnagyobb közös osztója legyen Ö, a csoportok rendjei:
a, b, d. Akkor 2123 csoportot alkot. E csoport rendje ^  és
n =  0 |mod.. ^  j (5)
azonban
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n =  ab, (a, b) =  1, a =  0 (rnod. 6) 
és így (5)-ből következik, hogy
d =  b
vagyis 31 tartalmazza 33-t.
A levezetés ugyanígy ismételhető, ha nem 3t-ról, hanem 33-ről 
teszszük fel, hogy invariáns alcsoport. Ez a következő léteire vezet.
VII. Ha a ő  csoport rendje
n =  ab, (a, b) =  1
és 31 a-adrendű alcsoport, akkor minden invariáns alcsopiort, 
melynek rendje a-nak osztója, alcsoportja %-nak,
A VI. és VII. tételeket könnyen lehet általánosítani. A bebizo­
nyítás hasonló, a miért is nem ismételjük.
Villa. Legyen p, törzsszám és a csoport rendje legyen:
r
n — n ' l l p cfi, n ' — ab
i= 1
(»', Pi) ~  1, (a, b)=  1
( i = l ,
Ha 31 oly invariáns alcsoport, a melynek rendje
a // pép,
i =  1
akkor minden alcsoport, melynek rendje a-nak oszlója, alcsoportja 
egyszersmind %-nak.
Vilii*. Ha 31 oly alcsoport, melynek rendje
r
a [I pP.i,
i —1
akkor minden oly invariáns alcsoport, a melynek rendje a-nak 
osztója, alcsoportja %-nak.
A komplexusokra vonatkozó alaptétel révén már most a követ­
kező tételt mutathatjuk ki.
IX. Ha valamely csoport rendje n, és p  törzsszám, akkor az 
n f i
—j  -adrendü alcsoportok száma, =  j ^ (mod. p), a szerint, a műd 
van közöttük invariáns alcsoport, vagy pedig nincs.
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E tételt teljes indukczióval fogjuk bebizonyítani, tehát először a 
/?= t esetét tárgyaljuk. Ezt a következő segédtétellel kezdjük meg.
Segédtétel. Valamely p^-edrendű csoportban a p-edrendü al­
csoportok száma vagy 1, vagy p-f-1.*
Tegyük fel először, hogy a csoportnak van p 8-edrendű eleme. 
Jelöljük egyiköket A-val, akkor ennek hatványai alkotják a csoport 
elemeit. S így az összes p-edrendű eleinek a következők:
Ár, A*r,. . . , A<í>-i)p
tehát számuk: p —1. Ezek az egységgel együttp-edrendű alcso­
portot alkotnak s több ilyen alcsoport nincs. Ha pedig nincs 
pa-edrendű elem, akkor az egység kivételével, a csoport összes 
elemei p-edrendűek. Minden p-edrendű elem hatványai p-edrendű 
alcsoportot alkotnak, tehát minden elem valamely p-edrendű al­
csoportban előfordul. Ez alcsoportok az egységen kívül közös ele­
meket nem tartalmaznak, tehát mindegyikökben p — 1 számú 
különböző elem van és így az alcsoportok száma:
p 2— 1
p ^ l =  P +  1.
Térjünk most át tételünkben a ß = l  esetére. Ha csoportunknak 
nincs -edrendű alcsoportja, a tétel helyes, mert
0 =  0 (mod.p).
1 la a csoportnak vannak oly -edrendű alcsoportjai, a melyek
nem invariánsok, akkor ezeknek száma = 0 (mod.p). Legyen 
ugyanis pl. íq, valamely ilyen alcsoport, akkor a III. szakasz szerint 
^,-liez még p —1 számú alcsoport van konjugálva. Ha tehát az 
egymással konjugáltakat ugyanazon osztályba foglaljuk, akkor min­
den alcsoport egy és csak egy osztályban fordul elő. Minden osz­
tály p számú alcsoportból áll s így az összes alcsoportok száma
71=  0 (mod.p). Tegyük felvégre, hogy v a n ---- edrendű invariáns
Hogy ezek az alcsoportok invariánsok, azt a 111. szakaszból tudjuk.
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alcsoport is. lla csak egy van, akkor a lélel helyes és így lel kell 
vennünk, hogy több ilyen alcsoport létezik. Legyen pl. £),, ,<g3 két
71
ilyen invariáns, - -  -edrendű alcsoport. Legnagyobb közös osztójuk 
szintén invariáns alcsoport és ha rendjét d-vel jelöljük, akkor
Ugyanis a
d a
2
szorzat az egész csoportot adja és így az előző tárgyalások szerint
tehát
1 u
d p  ’
d =
Ezek után az összes n -edrendű invariáns alcsoportokat a kö- 
P
vetkező módon osztályozzuk. Kiválasztjuk pl. ^ -e t  és az í-dik osz­
tályba sorozzuk mindama
£</>, ••• (6)
alcsoportokat, a melyeknek legnagyobb közös osztója iQj-vel ß, 
(ßi valamely -edrendű invariáns alcsoport). így a kivételével
minden alcsoport egy és csak egy osztályban fog előfordulni. 
Ámde a
ßi ’ ß, ’ ••• (7)
csoportok nem mások, mint a
$
ßi
pa-edrendű csoportnak összes p-edrendű alcsoportjai, kivéve a 1
f'i.
csoportot. Tehát segédtételünk értelmében a (7), illetőleg a (G) 
alattiak száma p vagy 0 és így az összes szóban forgó invariáns 
alcsoportok száma =  1 (mod. p).
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Ezzel tételünk a ß =  1 esetére le van vezelve. Végezzük most a 
teljes indukcziót. Tegyük fel, hogy tételünk az
n
P
n n
p‘2’ • ■ • ’ pp-1
-edrendű alcsoportokra már be van bizonyítva. Ila a csoportnak 
nincsenek U~ -adrendű invariáns alcsoportjai, akkor ismét a
V fi
III. szakasz tárgyalásaiból következik, hogy az - i -adrendű al-
P )l
csoportok száma =  0 (mod. p). Tegyük fel, hogy van ■ -adrendű 
invariáns alcsoport; ekkor ennek osztálycsoportja pl*-adrendű, 
ennek viszont minden p/*-1-edrendű alcsoportja invariáns és így 
csoportunknak van n ■ -edrendű invariáns alcsoportja is. Az -ad­
rendű invariáns alcsoportok számának meghatározására már most 
a E rő ben iu s-tói használt kettős megszámlálás módszerét hasz-
71náljuk. Legyenek az összes -edrendű invariáns alcsoportok:
3l„, . . . ,  21,., r  =  1 (mod. p) ( 8)
az összes ^ -adrendű invariáns alcsoportok pedig:
33j, 332, . . . ,  33«. (9)
Az s meghatározása czéljából bevezetjük az a,,, b„ számokat. 
Az ÜL, tartalmazzon as számú (9) alatti alcsoportot, mig 33„ for­
duljon elő b„ számú (8) alatti csoportban, akkor a (8) alatti csopor­
tokban előforduló (9) alatti alcsoportokat a bevezetett jelek mind­
egyikével összeszámlálhatjuk és így lesz:
^  Mg — ^  bní ( 10)
a mely egyenletből tovább következtetünk. A bn szám nem más, 
mint a
33/'
p/*-adrendű
csoport p/*_1-edrendű alcsoportjainak száma. Mivel
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lesz
es így
sL
p
b„ =  1 (mod. p), 2  =  s (mod. p)
(1=\
s =  2  at> (mod. p). ( 11)
Ilutározzuk meg Először is ki fogjuk mutatni, hogy 2íc, tar-
71
talmaz oly -adrendű alcsoportot, mely neki invariáns alcso­
portja. (Esetleg )g-nak nem invariáns alcsoportja.) Ha 3l;, tartal­
mazná pl. 33-j-et, akkor állításunk már is igaz. Ha nem tartalmazza, 
akkor
& -  21,,S3, (12)
és így legnagyobb közös osztójuknak <?-nak rendje
d =
mivel (12) következtében
pfi+i
n  1 n
p  d pl*
irt. Tehé
1%rendű és így a III. szakasz szerint r  -adrendű invariáns alcso-
A ?) csoport invariáns alcsopo át 2í(,-nak vannak (
n ' P
ed-
portjai is. Ámde
pß
n
n _  p
pit pti+1
és így 2l? - - -adrendű invariáns alcsoportjainak szám ául (mod. p).
Ezek közül ki kell zárni azokat, a melyek )g-nak nem invariáns 
alcsoportjai. A kizárandók száma a III. szakasz szerint =  0 (mod. p), 
a minél fogva:
av =  1 (mod. p)
és így csakugyan, a mint bebizonyítandó volt:
e-i
Mathematikai és Physikai Lapok. IX.
2  =  t =  s =  1 (mod. p).
21
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Ha n ~ p l, akkor vannak px '-edrendű invariáns alcsoportok és így 
kapjuk az előbbi tételnek következő specziális esetét.
X. Valamely pl-adrendű csoportban a p x~‘-edrendű alcsopor­
tok száma =  1 (mod./)); a p 1-*-edrendű invariáns alcsoportok 
száma =  1 (mod. /)). (Frobenius.)
V. A kettős modulus Fogalma. (Modulus-pár.)
A komplexusokra vonatkozó alaptételből a következő tétel 
folyik :
I. Ha 31, 39 csoportok és fí oly elem, hogy közte és a csoportok 
elemei között a szorzás definiálva van, akkor az 3( IV& komplexus
különböző elemeinek száma a , a hol d aza
l t ~ W R ,
csoportok legnagyobb közös oszlójának rendje.
A szorzás törvényéből következik az I. szakasz szerint, hogy az 
3(7(33 komplexus ugyanannyi különböző elemet tartalmaz, mint az
komplexus. És mivel It ^KIÍ az 31-val együtt csoport, Lehát az 
alaptétel alkalmazása l.-eL adja. Közvetlenül látható, hogy d még 
a következőleg is értelmezhető: d jelenti az
3i, í t m * 1
csoportok legnagyobb közös oszlójának rendjét.
II. Ha az 31, 31 csoportok alcsoportjai ÍQ-nak, akkor az
31//,«, 3(//fc33
komplexusoknak vagy nincs közös elemük:, vagy műiden elemük 
közös.
Ha ugyanis a két komplexusnak van közös eleme, akkor az 31, 
illetőleg a 33 csoportnak vannak oly Ait Ak, illetőleg B ,, Bk elemei, 
a melyekre nézve
AiHiB i =  AkHkB k
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azonban
21/7 33 -  (31/1 i ) //, (II, 33) =  31 (Ai //, II, ) SB 
31/7,, SB (2L4*) Uk(Bk(Ö) =  3Í (.AkJJkBk) SB
és igy csakugyan
3177.33 =  2177*33.
Vezessük be az 21 és SB alcsoportot, mint kellős modulust, ter­
mészetesen tekintettel lévén az 2Í, 33 sorrendjére ; akkor a követ­
kező definicziót állíthatjuk fel.
III. .1 77, elem akkor és csak akkor kongruens 11/,-val (modd. 
21, SB), ha az
2177,33, 2177*33
komplexusok elemei ugyanazok.
E definiczió a II. értelmében azonos a következővel.
Illő. A H í elem akkor és csak akkor kongruens Hk-val (modd. 
21, 33), ha van az 21, 33 csoportnak oly A, illetőleg B  eleme, me­
lyekre nézve:
Hí — A HkB.
IV. Valamely elemmel kongruens elemek egymás között is kon­
gruensek (modd. 2Í, 33).
11a ugyanis
2177.33 =  217733 
2177*33 =  217733,
akkor
217733 =  2177*33,
a mivel a tétel be van bizonyítva. A III. tételt még következőleg 
fogalmazhatjuk.
V. Valamely 77 elemmel (modd. 21, 33) kongruens elemek összc- 
sége az 2(77SB komplexust alkotja.
Pl. az egységgel kongruens elemek az 2133 komplexust alkotják. 
Ez előzmények után világos, mit kelljen a csoportnak valamely 
kettős modulus szerinti szétbontása alatt érteni. Ha ugyanis 21, SB 
alcsoportjai £>-nak, akkor elemei (modd. 21, 33) bizonyos osztá­
lyokba sorozhatok. Ugyanazon osztályba tartozzanak az egymás 
között kongruens elemek, s így a minden eleme egy és csak egy 
osztályba fog kerülni. Ezt következő módon akarjuk fogalmazni.
21*
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VI. Ha. 31, 35 alcsoportjai ÍQ-nak, akkor $  a következő módon 
bontható szét:
<Q =  8 íy B + » /i18 + 3 l« a8 + — (1)
a hol
R0, > ih>, ■ • ■
a (modd. 31, 35) inkongruens osztályok képviselői.
Az (1) alatti szétbontásból alapvető fontosságú számbeli reláczió 
következik. Legyenek !q, 31, 35 rendjei: n, a, b, akkor az%R$5
komplexus elemeinek szánta , a hol d, a
dt
35, R l \ R i
csoportok legnagyobb közös osztójának rendje. Jgy tehát (1 )-böl 
származik a következő számbeli összefüggés:
vagy meg
n
ab
n =  -2 J. (2)
« _  ^  i
ab - f  d, m
^  b n a 
f  d, ’ b f  di'
(2c)
E számbeli egyenletek alapvető jelentőségét a következő téte­
lek fogják igazolni.
VII. Ha px p-nek a legmagasabb hatványa (p törzsszám), a 
melylyel n osztható, akkor a p x-edrendü alcsoportok konjugál- 
tak. (S y l o w .)
Ha csak egy p^-edrendű alcsoport van, akkor a tétel igaz.
Tegyük fel, hogy több ily alcsoport van és legyen 31, 35 két 
tetszőleges p^-edrendű alcsoport. Rendezzük a csoport elemeit 
(modd. 31, 33), akkor
_  -5 PL.
P° i di '
A di számok jelentésénél fogva világos, hogy ezek px osztói. 
Tehát
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px
d,
II HA
és így
Mivel azonban
ii
'Í
r
,
1
kell oly k számnak lenni, melyre nézve
vagyis
pxk = l ,  clk =  pv, 
33 =  Rk \ R k
a mi bebizonyítandó volt.
VIII. Minden pt1 (ß<x)-edrendü alcsoport alcsoportja valamely 
px-edrendü alcsoportnak. ( S y l o w .)
A bizonyítás az előbbihez hasonló módon eszközölhető. Legyen 
33 pAadrendű, 91 p ;C-edrendű alcsoport. Á csoport elemeit (modd. 
21, 33) rendezvén, lesz
^  p?
P* T  dk
a hol a d, számok p/*-nak osztói. Lesz tehát olyan k index, melyre 
- ~ p = l ,  dk =  pl*
a/e
vagyis 23 alcsoportja az R jlülRk p^-edrendű alcsoportnak.
IX. Ha p legnagyobb halványa, a melyig el n osztható px, ha 
továbbá két-két px-edrendü alcsoport közös elemeinél: száma ^ p ó 
és a px-edrendű alcsoportok számát s-sel jelöljük, akkor:
n =  0  (mod. s), s =  1 (mod. px~d). ( S y l o w .)
Legyen 21 valamely p^-edrendíí a lcsop ort;*  az összes p^-edrendű 
alcsoportok konjugáltak lévén (VII. tétel), a különböző alcsoportok
* Ha csak egy p?-edrendű alcsoport van , a tétel ev idens.
Ü78 HAUER MIHÁLY.
száma az 91' csoportnak indexével egyenlő. 
Ha tehát 91' rendje a', akkor
s = na'
(III. szakasz ITT. tétel.)
vagyis
n =  0 (mod. s).
Az 91' csoportnak 91 invariáns alcsoportja, és mivel
azért a IV. szakasz VI. tétele szerint 9l'-nek nincs más yF-edrendű 
alcsoportja, mint 91. Rendezzük most a ,?> c ső  pori elemeit (modd. 
91', 9t). Akkor
n _  px
a' ' r  </; '
A di számok jelentik az
91' (3)
csoportok legnagyobb közös osztójának rendjét. E rendszám px 
osztója és így a IV. szakasz VI. és az előbbi tétel szerint a (3) alatli 
csoportok legnagyobb közös osztója azonos az
RT1 m ,  9i (4)
csoportok legnagyobb közös osztójával. Ha i ---0, akkor
R0= E
és ekkor a legnagyobb közös osztó maga 91. Ha t>0, akkor /?, már 
nem eleme az 9191' komplexusnak és így R, nem kommutativ 9ídioz, 
vagyis az R ~ \R i  csoport most különbözik 91-tói. Ezen megjegy­
zésekből tüstént látni, hogy:
és így
TI
j =  1 (mod. px ~i) 
s =  1 (mod. px ~6),
a mivel a tétel be van bizonyítva. Megjegyezzük még, hogy minden 
esetben
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s =  1 (mod. p).
A tétet bebizonyításában szereplő 91' csoport érdekes viselkedést 
mutat.
1. Ha 9T különbözik fe-tól, akkor 91' nem lehet fe-nak invariáns 
alcsoportja. Sőt íö-ban m'-hez csak saját elemei kommutativek.
Az 9l'-nek csak egy p^-edrendű alcsoportja van : 91. Ha R kom­
mutativ 9t'-liez, akkor mivel /í ‘9t /» px-ed rendű alcsoportja az
csoportnak, lesz
H -19TR =  9T 
R-'WR  =  91,
tehát R kommutativ 9l-hoz is, a mivel a tétel be van bizonyítva.
Megjegyzés. Hasonló tétel áll akkor is, ha az 91 rendje a olyan, 
hogy
(Y. ö. IV. s z a k a s z  VI. tétel).
A p f ' - a d r e n d ű  (ß>x)  a l c s o p o r t o k  s z á m á t  F r o b e n i u s  h a t á r o z t a  
m e g  e l ő s z ö r .
X. A p? (ß<x)-adrendü alcsoportok számál s-sel jelölvén:
Legyen
s = l  (mod. p) (Frobenius.)
ß — x  - a.
Ha a nem törzsszámhatvány, akkor a /»'-‘-ed rendű alcsoportokra 
a tétel helyes, a mint az IX.-ből következik. Ha pedig n =  p ü, 
akkor a paj_1-edrendű alcsoportokra a tétel helyessége a IV. sza­
kasz X. tételéből következik. Tehát feltehetjük, hogy a bebizonyí­
tandó tétel ki van mutatva az n-nél kisebbrendű csoportokra telje­
sen és azonkívül a
px, px X, .. . , px~ “+1
-edrendű alcsoportokra, ki fogjuk mutatni, hogy a tétel a px 
ad rendű alcsoportokra is érvényes. Legyenek az összes p x~u+1- 
edrendü alcsoportok:
9t1( 9l2, . . . ,  91,., r =  1 (mod. p) (5)
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és az összes p ;t_“-adrendű alcsoportok :
» lf a * , . . . , » , .  (6)
Minden 31 csoport a III. szakasz IX. szerint tartalmaz 33 csopor­
tot és fordítva minden 33 csoporthoz az V. szakasz VIII. és III. sza­
kasz XIII. szerint találunk oly 31 csoportot, mely őt, mint alcsopor­
tot, tartalmazza. Tartalmazzon 3t(J a (6) alattiakból a{1 számú al­
csoportot, 33„ pedig forduljon elő b„ számú (5) csoportban. Akkor
*0$ &(i — ^  ba.
0 =  1 ff=l
(7)
Ebből az egyenletből s-re fogunk következtetni. Először is a IV. sza­
kasz X. szerint
ap =  1 (mod. p),
tehát
de
és így
aa =  T (mod. p),
?=1
r  =  1 (mod. p)
r s
(2 a,, =  1 (mod. p), 2i ba =  1 (mod.p).
0=1 S a=1 (8)
Határozzuk most meg bu értékét. Legyenek az összes (5) csopor­
tok, melyekben 33<, előfordul:
»a, (9)
Ezek mindegyikének 33,, a III. szakasz XI. szerint invariáns al­
csoportja. Ha tehát a (9) csoportok legkisebb közös többesét ©-vei 
jelöljük, akkor 33„, ©-nők invariáns alcsoportja. A (9) csoportok 
pedig és csak ezek, nem mások, mint a
©
osztálycsoport p-edrendű alcsoportjai. A ,, rendje n-nél kisebb
lévén, tételünket reá már alkalmazni lebet. S így a (9) csoportok 
száma, vagyis
ba =  1 (mod.p).
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Ennek folytán
S
2  b„ =  s =  1 (mod. p),
a~ 1
a mivel a tétel be van bizonyítva.*
Megjegyzés. Ha n  törzsszámhatvány, akkor a tétel összeesik a
IV. szakasz X. tételével, a melyet azonban a bebizonyításnál rész­
ben felhasználtunk.
XT. Ifa a csoport rendje
n = ab, (a, b) =  1
és a csoportnak van a-adrendű invariáns alcsoportja, akkor az 
apA adrendű alcsoportok száma =  1 (mod. p).
Legyen 31 az a-adrendü invariáns alcsoport. (A IV. szakasz VI. 
szerint csak egy ilyen van.) Ha már most © valamely ap^-adrendú 
alcsoport, akkor a IV. szakasz VlIIb. szerint © tartalmazza 3l-t s
így a csoport pí*-adrendű alcsoportja | |  -nak.
A X. alkalmazása már most a keresett tételt szolgáltatja :
XII. Ha a csoportnak van ~  -ed,rendű invariáns alcsoportja,
akkor az a-adrendű alcsoportok száma =  1 (mod. p).
Az előbbihez hasonló módon bizonyítható be.
XIII. Legyen ism ét:
n — ab, (a, b) =  1.
Ha a csoportnak több mint egy — -adrendű invariáns alcsoportja 
a L í \
van, akkor az —  -adrendű alcsoportok száma =  j ^ (mod. p).
Legyen ©j és ©2 két -  -adrendű invariáns alcsoport. A kom-
* Frobenius eredeti levezetése feltételezi a következő VI. szakasz tár­
gyalásait., azonban független a SYLOW-féle tételtől. Burnside (The Theorie 
of Groups of finite Order) is közölt oly levezetést, mely a VI-ik szakaszt 
nem tételezi fel. Mindhárom levezetésnek lényeges részét az és ö„ 
segítségével való a FnoBENius-féle kettős megszámlálás képezi. Burnside 
levezetésében a IV. szakasz X. tételéből indul, ki, de nem  használ teljes 
indukeziót.
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plexusokra vonatkozó tételekből folyik, hogy ói,®., szintiül invariáns 
alcsoport. Legyen
=  21,
akkor 21 rendje
a a  1
p p  d
mivel azonban
n =  0 a a 1 p  p  d
=  0  (mod. </), {a, b) =  1
P
következik, hogy 21 rendje
a a I. =  a.p p d
Tehát a IV. szakasz VII. szerint minden -adrendű alcsoport
alcsoportja 2l-nak és indexe 2t-ra vonatkozólag pt1 s így a tétel 
X-bői folyik. Áttérünk olyan tételek tárgyalására, a melyek mutat­
ják, hogy bizonyos esetekben máraz alcsoportnak indexe biztosítja 
annak invariáns voltát. A tételek FnoBENius-tól származnak.
XIV. Ha
n — ab
és a törzstényezői nem kisebbek magánál a b számnál, akkor 
minden a-adrendű alcsoport, invariáns alcsoport,
Legyen 21 valamely a-adrendű alcsoport. Rendezzük S> elemeit 
(modd. 2b 21). Akkor
n = b  =  2  *(l j (ij
a hol di az
21, fír'mt
csoportok legnagyobb közös osztójának rendje. Mive] /«0=  /l, követ­
kezik, hogy
d0 =  a,
tehát
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A b szám azonban nem nagyobb a tetszőleges törzstényezőjé­
nél, kell tehát, hogy
dl =  — • • • =  a
legyen, a minek következtében az
% iir 'm ,-
csoportok megegyeznek s így 91 invariáns alcsoport.
Megjegyzések.
1. E tételből, mint specziális eset, következik a III. szakasz
XI. tétele.
2. Ha a törzsszámhatvány és (a, b) 1, akkor a megfelelő 
specziális tétel már az V. szakasz IX-ből következik.
3. Végre igen alárendelt specziális eset az, a mely szerint, ha 
valamely alcsoport indexe 2 , akkor az mindig invariáns alcsoport.
Ezt a specziális esetet direkt úton be lehet bizonyítani annak az 
eljárásnak segítségével, a melyet pl. a számelméletben a quadra- 
tikus maradékok és nemmaradékok osztályozásánál kővetőnk.
XV. Legyen
n =  abc
a-nak törzstényezői ne legyenek c-nél kisebbek, c pedig legyen h 
törzstényezőinél nagyobb. Ha a csoportnak van ab-edrendü hl 
alcsoportja, akkor Gb-nck van oly alcsoportja, a mely ÍQ-nak inva­
riáns alcsoportja és a melyek rendje a-nak többszöröse.
Ha
a =  p “' p ^ . . . p “r,
akkor ©-nek van p“<-adrendű alcsoportja. Legyen jß, ilyen. Be fog­
juk bizonyítani, hogy © az összes ißr vel konjugált csoportokat 
tartalmazza. Rendezzük ugyanis elemeit (modd. iß;, ©), akkor
lesz
n  p “i
ab ' C =  ^  (/‘ - •
Mivel
d0 =  P?<
kell, hogy
ll II II ’TS •*“ R
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legyen és így & csakugyan tartalmazza $ß,-t és összes konjugáltjait, 
tartalmazza tehát ezeknek legkisebb közös többesét. Jelöljük ezen 
csoportot 9í;-vel; 91, származásánál fogva invariáns alcsoportja 
,ívnak, rendje p'U - vei osztható. Ugyancsak tartalmazni fogja ® az
2li, ^ , . . . , 9 1 ,
csoportok mindegyikét s így ezeknek legkisebb közös többesét is. 
Legyen ezen csoport 91. De 91 invariáns alcsoportja £-nak, rendje 
a-val osztható, mivel tételünk be van bizonyítva.
Bauer Mihály.
ÚJABB KUTATÁSOK A FÖLDMÁGNESSÉG 
ELMÉLETÉBEN.
(Előadás a Math. Phys. Társulat 1899. decz. 7-iki ülésén.)
A földmágnességi tüneményeknek, mint egésznek matheniatikai 
vizsgálatát, GAussnak köszönhetjük.1 Ö a földmágnesség poten- 
tiáljának soralakját azon feltétel alapján számítja ki, hogy a szó­
ban levő erők székhelye a Föld belsejében van. Számításainak az 
észlelési adatokkal való egybevetése útján az akkori mérések pon­
tosságán belül fekvő különbségeket talál észlelés és számítás kö­
zött, a mi a posteriori bizonyítékát szolgáltatja annak, hogy az 
előbbi feltétel helyes. G a u ss  ideje óta a földmágnességi mérések 
úgy mennyiség, mint minőség tekintetében nagy haladást tettek. 
Várható volt tehát, hogy ha a potentiál soralakját ezen jobb és a 
Föld felületének nagy részén eloszló észlelési adatokkal hasonlítjuk 
össze, úgy az észlelés és számítás közti különbség kisebbedni fog 
és nem fogja meghaladni azon határokat, melyeket a ponto­
sabb mérőmódszerek pontossági foka megenged. E remény nem 
teljesedett. Sem P e t e r s e n , sem E kman  és P e t e r s e n ,2 3sem Q u in t u s  
I c il iu s  8 új számításai nem mutattak lényeges haladást e tekin­
tetben. De nem mutatkozik e haladás N eü m a y er  legújabb számí­
tásainál sem, melyek az ez idő szerint legjobb és legteljesebb ész­
lelési anyag alapján végeztetett.4 Közelfekvő tehát a gondolat, az
1 Gauss Werke. Vol. V. pag. 121.
3 Die Grundlagen der Gauss’schen Theorie und die Erscheinungen des 
Erdmagn. i. .1. 1829. Berlin 1874.
3 «Aus dem Archiv d. deutschen Seewarte». IV. Jahrg. 1881. Nr. 2.
4 Verhandlungen des VI11. deutschen Geographentages. Berlin 1889.
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elméleti alapot vizsgálni, melynek alapján e számítások végeztet­
tek, és ha szükséges, ezen változtatni. Ezt tette Schmidt A dolf.1
G a u s s  számításainál a következő két suppositió szerepel mint 
olyan, melyek okozhatják azt, hogy az elmélet nem simul teljesen 
az észlelési adatokhoz Először a Föld gömbalakúnak tételeztetett 
tél, másodszor felvétetett, hogy a földmágnességi tüneményeket 
okozó erők székhelye tisztán a Föld belsejében keresendő. Az első 
suppositió elhagyása és helyette a Földnek, mint forgási ellipszoid­
nak behozatala nem okoz semmi nehézséget és a potcntiál sor­
alakjában néhány a Föld méreteitől függő állandó lép fel. Mélyebb 
megfontolást igényel a második feltétel. Egész általánosságban a 
következő kérdésekkel állunk szemben :
1. Van-e földmágnességi tüneményeket előidéző erőknek a Föld 
felületén egyértékű potentiáljuk.
2. Ha van, úgy ezen erők székhelye a Föld belsejében vagy 
azon kívül van-e, illetőleg az erőknek mely törtrésze ered a Föld 
belsejéből és melyik a légkörbeli székelő forrásból.
3. Ha nincs egyértékű potentiál a Föld felületen, vagy ha az 
erők csak egy részének van egyértékű potentiálfüggvényük, hogyan 
kell képzelnünk azon erőket, melyeknek nincs egyértékű poten- 
tiálfüggvényük a Föld felületen, és mit tudunk azok létezéséről?
E kérdések megoldására rendelkezésünkre állanak a földmág­
nességi erő x, y, z 2 3*összetevői a Föld mindazon helyeiről, a hol 
mérések történtek. Fia van a földfelületen ezen erőknek potentiál­
juk, és ezt V-vei jelöljük, úgy:
1 d V  
■' i: du Y =
í dV
R  sin u dl / =  +
bol R  a Föld sugara, u, 1 a hely földrajzi szélessége és hossza.8
1 «Aus dem Archiv der deutschen Seewarte». 12. Jahrg. 1889. Nr. 3. és 
«Abhandlungen der k. bayer. Akademie der Wiss.» II. Gl. XIX. Bd. I. Abth.
2 A positiv x  tengely az északi pólus leié, az y tengely a parallel kor 
érintőjében kelet felé, a z tengely az xy  síkra merőlegesen lefelé irányul.
3 A megfontolásokat gömbalakú Földre teszszük meg; forgási ellipszoidnál
csak a számítás technikai része változik.
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Az első két egyenletből következik, ha
| Xdu =  U  és — f Fsin udl =  W,
ü 0
j j  — U — 11 +  4’ (í{)
hol (i> (u) az /7-nak azon része, mely 7.-től független. Ha a Föld 
minden pontjában ismernék az erőösszetevőket, úgy ezen integrá­
lok mechanikai quadraturával, vagy planimetrikus úton kiszámít­
hatók volnának. Mivel ily részletesen nem ismerjük Földünk mág- 
nesi állapotát, S c h m id t  az erőösszetevőket annak analógiájára, 
mint azt G a u ss  a potentiálfüggvénynyel tette, egymástól független, 
gömbfüggvények szerint haladó sorba fejti, és az ezekben szereplő 
állandókat az észlelési adatokból határozza meg. Megállapíttatván 
X, Y  és ip (u) alakja, a fennebbi integrálok kiszámíthatók. A szá­
mításokból kitűnik, hogy a fennebbi egyenlőség nem áll fenn 
szigorúan, az eltérés azonban nem nagy. Ebből következik, hogy 
az erők túlnyomó részének van potentiálfüggvénye; hogy mekkora 
részüknek, ennek eldöntésénél bizonyos fokú önkény lép be számí­
tásainkba. Azon erőket, melyeknek nincs potentiálfüggvényük az 
//— W  —tp (u) különbség jellemzi.
Azon V potentiálfüggvényt, mely a földmágnősségi (általában 
a Földben és a légkörben székelő) erők egy és pedig túlnyomó 
részéhez tartozik, azon megfontolás alapján határozhatjuk meg, 
hogy a földmágnességi erők lehető nagy részének legyen polen- 
fiálja. Tehát például úgy, hogy a V függvényből levezethető és az 
észlelt erőösszetevők eltéréseinek négyzetösszege minimum legyen. 
E követelés
2
—  Il iü l . \ =  min.
feltételekhez vezet. Vagy megállapíthatjuk azt, hogy minden pont­
ban a V  és az U, illetve W-\-(p(u) közti eltérések négyzeteinek 
összege legyen minimum. Tehát
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( V— £/i3+ (  V— W —(!> (?/))3 =  min.
a mi azon eredményhez vezet, hogy I’ =  j[U-\- W -\-$(?.()]•
S chmidt az utóbbi utat választja. Meg lévén határozva V, mint 
azon földrnágnességi erők potentiálja, melyek ilyennel bírnak, a 
Földben és azon kívül székelő erők különválasztása nem okoz 
nehézséget. E czélra a Z komponens veendő tekintetbe, a mint 
azt már Gauss alapvető értekezésében kifejtette.*
Azon erők, melyek a Föld felületen egyértékű potentiálíügg- 
vénynyel nem bírnak, az U— W —(p (u) kifejezéssel jellemezvék. 
Ilyen erők mint vertikális áramok képzelendők, melyek a Földből 
a légkörbe, vagy megfordítva haladnak. Ismeretes, hogy az elek­
tromos áramok elektromágneses potentiálja a tér valamely pont­
jában nem egyértekű, hanem függ azon úttól, melyen a mágneses 
tömeg a tér ama pontjára jutott. Ha i az áramkörben mozgó áram 
intensitása, úgy +  4;ri-vel változik a potentiál, ha az egységnyi 
mágneses tömeg oly zárt görbét fut be, mely az áramkör síkját 
egyszer keresztül szúrja. Mivel pedig a potentiál változása egyenlő 
a végzett munkával, azért ± 47rt egyszersmind azon munka, melyet 
az elektromágneses erők végeznek, vagy melyet azok ellenében 
végeznünk kell, ha az egységnyi mágneses tömeg az említett 
módon önmagában zárt útat ír le. Ha ez út számára a Föld felü­
letén oly elemi négyszöget választunk, melyek csúcspontjai {u, A), 
(u, A+dA), (u-\-du, A+dA), (u+du, A), úgy
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+  47xi — dX  d(Ysint() Oá dü
X, Y  általános alakja sorkifejezésben meg lévén határozva, i ki­
számítható.
Ekként meg lévén állapítva a V, illetve a Z erőkomponens 
segélyével a Földben es a Földön kívül székelő erők potentiál- 
függvénye Fj és V« , nemkülönben az i is, S chmidt kutatásainak 
főeredményét a következő tételben foglalja össze: A földrnágnességi
* 1. c. pag. 171.
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erők oly okokra vezelendök vissza, melyeknek székhelye túlnyomó- 
laiy a Föld belsejében keresendő, de nem kizárólag. Az erőknek 
körülbelül Vén-része a Földön kívül fekvő okokra vezetendő vissza; 
egy másik, az utóbbinál valamivel nagyobb rész vertikális áramok 
jelenlétét sejteti; ez utóbbiakból egy négyzetkilométer területre 
átlagban Ve Ampere jut.
A Földön kívül fekvő okokból származó erők, melyek a Föld 
felületén egyértékű potentiálfüggvénynyel bírnak, szintén elektro­
mos áramok alakjában képzelhetők, melyek Földünk körül a lég­
körben keringenek, és pedig keletről nyugatra.
S c h m id t  számadatai, daczára annak, hogy az ez idő szerint leg­
teljesebb és legjobb észlelési anyag alapján végeztettek, bizony­
talanok. Mert bár az ő potentiálsora az észleléseket sokkal jobban 
állítja elő elődeinél, a belőlök a különböző irányú elektromos 
áramok létezésére vont következtetések oly számadatokon alap­
szanak, melyek az észlelési anyag megengedhető hibáitól eredhet­
nek és nagyságrendjük sem különbözik ezekéitől.
Más kutatások azonban ezen elektromos áramok létezését iga­
zolni látszanak. így B a u e r  1 + 6 0 °  és —60° földrajzi szélességek 
között kiszámította a legújabb észlelési adatok alapján 5—5 fok 
távolságú parallelkörök által bezárt gömbzónákban levő verti­
kális áramokat és míg egyrészről azok átlagos nagyságrendjét 
egyezőknek találta a ScHMiDT-től megadott értékkel, másrészt az 
áramgörbékre oly vonalakat nyert, melyek nagyjában hasonlítanak 
azon áramgörbékhez, melyeket H e r t z  talált egy a forgási tengelye 
mentén egyenletesen mágnesezett gömb által a környezetben 
indukált áramokra.1 2 3* L iz n a r  az osztrák-magyar birodalomban a 
90-es években végzett földmágnességi mérések eredményeit az 
észlelési helyek magassága szerint csoportosította és azt találta,8
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1 Terrestrial magnetism. Vol. II. Nr. 1. pag. 11.
2 H ertz , Gesam. Abh. Vol. I. p. 115. és Sc h u s te r  : Electric currents 
induced by rotating magnets Terr. Magn. Vol. I. Nr. 1. pag. 1.
3 Über die Änderung der erdmagnetischen Kraft mit der Höhe Sitzber.
d. kais. Akad. d. Wiss. in Wien. Bd. CV1I. Abth. Ila. — és Met. Zeitschr.
Mai 1898.
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hogy a mágneses elemeknek változása növekedő magassággal nem 
követi azon szabályt, mely a GAuss-féle elméletből következnék, 
nevezetesen a nyugati erőkomponens a magassággal nő, a Ga u ss- 
féle theoria szerint fogynia kellene. A többi erőkomponensek ugyan 
fogynak, de háromszor gyorsabban, mint ezen elmélet követeli. 
E tény könnyen magyarázható a földfelülettel parallel haladó 
elektromos áramokkal. Ezen, mindeddig csak hypothetikus ára­
mokra vonatkozó eredmények pedig a légköri elektromosság eddig 
ismeretes tüneményeivel szép összhangzásba hozhatók.1 A külső 
hatók létezését különben S chuster  és B erold  vizsgálatai a f'öld- 
mágnességi elemek napi menetére vonatkozólag is bizonyítják.2 3
Míg így egyrészről a földmágnességi tünemények mathematikai 
vizsgálata Ga u ss  és S chmidt dolgozatai által bizonyos befejezett­
séget nyert, másrészről a jelenségek physikai magyarázata még 
korántsincs elérve. És mint minden komplikált physikai feladat­
nál, úgy itt is a feladatnak egyszerűbb feladatokra való felbon­
tása az, mely — úgy látszik — legjobban czélhoz vezet. A fel­
adatnak ily felbontását eszközli B auer,8 midőn vizsgálja a Föld 
mágneses tengelye mentén egyenletesen mágnesezett Földgömb 
erőösszetevőit a Föld felületen azon számadatok alapján, melyek 
S chmidt számításaiból adódnak. Összehasonlítva ezen erőössze­
tevőket a tényleg észleltekkel, egy erőteret nyer, melynek poten- 
tiálgörbéi feltűnő hasonlatosságot mutatnak a hőmérséklet évi és 
anomálgörbéivel. Feltűnő jelenség, hogy ezen erőtér pólusai mind­
két félgömbön körülbelül a 40° parallelkör mentén helyezkednek 
el, tehát ép azon vidéken, mely mint barometrikus maximum, az 
általános légmozgás szempontjából is oly nevezetes szerepet játszik.
A földmágnességi tünemények teljes physikai magyarázatától 
még távol vagyunk. Oka ennek egyrészt az észleléseknek a Föld 
felületén való nem elég egyenletes eloszlása, másrészt azoknak 
még nem teljesen kielégítő pontossága.
1 1. Trabert : Meteor. Zeitschrift. Nov. 1898.
2 Phil. Trans, of the Royal Society of London. Vol. 180. A. pag. 467. és 
Sitzber. d. kön. preuss. Akad. d. Wiss. Jahrg. 1897. Jan.-Juni pag. 414.
3 Terrestrial magnetism. Vol. IV. Nr. 1. pag. 33.
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Különösen a tengerekről vannak igen hiányos adataink. Meg­
nehezíti a kutató munkáját az is, hogy az observatoriumok kiad­
ványaiban az adatok legtöbbnyire oly alakban közöltéinek, me­
lyekből az elméleti kutatások czéljainak jobban megfelelő adatok 
(X , Y, Z  összetevők) még előbb kiszámítandók. Mind e hiányok, 
melyek a földmágnesség physikai elméletének tökéletesítését kés­
leltetik, égető szükséggé tették a kutatásnak bizonyos internaczio- 
nális jelleget adni. így jött létre 1896-ban a párizsi nemzetközi 
meteorológiai kongresszuson az állandó nemzetközi bizottság föld- 
mágnességre és légköri elektromosságra; és 1898-ban a nemzet­
közi földmágnességi kongresszus, mely főkép azon kérdések meg­
vitatását tűzte czéljául, melyek csak internaczionális együttműkö­
déssel oldhatók meg.*
Steiner Lajos.
* Terrestrial magnetism. September 1898.
22*
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(Hatodik és befejező közlemény.)
III. RÉSZ.
E l m é le t i  f e j t e g e t é s e k .
28. §. Van der Waals állapotegyenlete.
A B oyle-M ariotte  é s  Gay-L üssac  törvények  e g y e s íté séb ő l szár­
m azott
p v — fí T
összefüggés (4L lap) a légnemű testeknél, még ha azok nincsenek 
is telített állapotban, teljes szigorúsággal nem érvényes. Ezen 
eltérés okait kutatva, V an der W aals theoretikus megfontolások 
alapján, a következő eredményre jutott.* A kinetikus gázelmélet 
szerint a gázok molekulákból állanak, melyek bizonyos térfogattal 
birnak és egymásra vonzást gyakorolnak. Midőn tehát a gáz tér­
fogatát kisebbítjük, nemcsak p külső erő működik, hanem a mole­
kulák vonzó ereje is. Ezen vonzó erő arányos a vonzó és vonzott 
molekulák számával, tehát, egyensúlyt feltételezve, a térben fog­
lalt molekulák számának négyzetével. A molekuláknak pedig, 
melyeket ez egyensúlyi állapot miatt legegyszerűbben egyenlő 
nagyságú és tömegű rugalmas golyócskáknak gondolunk, száma 
arányos a gáz sűrűségével, tehát fordítva arányos a térfogattal; 
így a vonzó erő fordítva arányos a térfogat (v) négyzetével, és ha
* Van der W aals, Die Continuität des gasförmigen und (lässigen Zustan­
des 1. — M. 0. Meyer, Die kin. Theorie der Gase, 189‘J. §§. 6— 11 ; 44.
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a állandó szám. egyenlő a. -el. A p külső erő s a molekulák ~VA V2
vonzó ereje egyenlő értelemben hatnak s így a fenti kifejezésben 
p helyett p +  at teendő. Az összenyomásnál továbbá nem kiseb­
bítjük az egész v térfogatot, mert a molekuláknak maguknak is 
van térfogatuk, tehát v-ből valamit le kell vonni, s ha ezt a részt 
ó-vei jelöljük, akkor a gázok és nem telített gőzök állapotegyen­
letének alakja:
( p + £ ) < » ■ - « = » T .
Az elméleti okoskodásokra, melyek különösen a és b jelentésé­
vel és számbeli meghatározásával foglalkoznak, nem terjeszked­
hetünk ki. A légnemek különbözősége nem jön tekintetbe, mivel 
A v o g a d ro  t ö r v é n y e  szerint egyenlő nyomás és hőmérséklet eseté­
ben az egyenlő térfogatban levő molekulák száma minden gáznál 
egyenlő.-*1
A N D R E \vs-nak a  k r i t i k u s  á l l a p o to k r ó l  t e t t  f e l f e d e z é s é b ő l  k i ­
in d u lv a ,  V an  d e r  W a a l s  á l l a p o te g y e n le té n e k  é r v é n y e s s é g é t  a  f o ly a ­
d é k o k r a  is  k i t e r j e s z t e t t e .  Az e g y e n le t  a l a p j á n  m e g s z e r k e s z t e t t  iso - 
t l i e r m á k  a  h a t á r e s e t e k b e n  m e g a d já k  a  t é n y le g e s  v is z o n y o k a t .  Az 
e g y e n le tb ő l  u .  i. a  n y o m á s r a :
R T  _  a_
^  v—b n2
adódik. Ha most 1. T  igen nagy; 2. T  igen kicsiny, v igen nagy;
3. T  igen kicsiny, v igen kicsiny, az egyenlet jobb oldalának máso­
dik tagja mindig elhanyagolható az elsővel szemben s az egyenlet:
R T
P ~  v—b
hyperbola egyenlete lesz (97. ábra). A kritikus hőmérséklet alatt 
a konstruált görbe nem felel meg a tényleges viszonyoknak: a nem
* Avogadro, 1811; Ostwald , Klassiker Nr. 8.
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telített gőznek s a folyadéknak menetét megadja, de az elgőzítés, 
illetőleg folyósodás proczessusát nem (28. ábra). Ezen folyamatnak 
u. i. a tapasztalás szerint az A,A2 egyenes felel meg a graphikon- 
ban, míg a formula az A^B^B^A^ görbét adja; //, / í2 közt a nyomás 
nő a térfogattal, a mi a tapasztalással ellenkezik. Azt mondjuk,
hogy ez labilis egyensúlynak felel meg, mely a bekövetkezhető 
legkisebb zavar folytán stabilis állapotba ju t ; a görbe ezen abnor­
mális részét a késleltetett lecsapódás (túlhevítés; A1/?1) s a késlel­
tetett forrás (Z?2A2) abnormális jelenségei valósítják meg a tapasz­
talatban.
Ezen görbe alapján a kritikus pont jellemzőit fogjuk meghatá-
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rozni. A nyomásnak JBj-ben maximuma, Ä,-ben minimuma van, 
tehát a differencziálszámítás szerint:
— o m  pontra nézve), 
dv
=  0 (B, pontra nézve). dv
A kritikus pontban B\ és B, egybeesnek s itt a görbének inflexiós 
pontja van, tehát
' l l  —  o
dv2
A kritikus pont /? helyére nézve tehát a következő két egyenlet 
érvényes :
28. ábra.
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dp R T la
dv (v—b)2 Vs
d*p IR T 6 a
dv* {v—b f v4
Behelyettesítve a kritikus hőmérséklet (<?) és térfogat (<p) értékeit:
—Ä V + 2 a ( p —&)* =  0,
m v-6a(?-b)3 =  (\
vagy:
Rß<p8 — la  (<p — b f, 
lRßy>* =  6« (<p— b)s,
s a két egyenlet megfelelő oldalait egymással elosztva :
%  =  3 (<p—b),
a honnan :
<p =  3 b.
Behelyettesítve <p értékét, pl. az első egyenletbe:
17 Rßb8 =  2 a . 4Ó2,
ß = 8 a
WlRb
Ezután a kritikus nyomás:
7r =
n —
m
<p—b
a
17 ¥
<r
A kutatások törekvése mindig az, hogy általános, az egyes tes­
tek speeziális viszonyaitól független összefüggésekre jussanak. 
V a n  dkr  W a a l s  idézett állapotegyenletében az a és b állandók 
az egyes testek molekuláinak speeziális tulajdonságaitól függnek. 
Minden légnemű és folyékony testre egyaránt érvényes összefüg­
gést nyerünk, ha az a és b állandókat ki tudjuk küszöbölni. V a n  
d e r  W a a l s  ezt úgy éri el, hogy a  különböző testeknél összehason­
lításul a kritikus pontból indul ki s a hőmérsékleteket, nyomáso­
kat, térfogatokat a kritikus hőmérséklet, nyomás és térfogat részei­
ben fejezi k i;  tehát:
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a liol:
p =  err, T  — mii, v — n<p,
Tm — - ^ ,  n v
a redukált nyomás, hőmérséklet és térfogat. Az állapotegyenletbe 
ezen értékeket helyettesítve:
Ezen egyenletben csak oly számbeli állandók szerepelnek, me­
lyek függetlenek az anyag specziális tulajdonságaitól s így e redu­
kált egyenlet is általános érvényességű.
A II. r é s z b e n  s z ó l t u n k  m á r  V a n  d er  W a a l s  a z o n  k ö v e t k e z t e t é ­
s é r ő l ,  m e l y  s z e r i n t  a telített gőz redukált nyomásának és redukált 
hőmérsékletének viszonya független az anyagtól (Vili. k. 395. l a p ) .
Mielőtt e tétel elméleti megokolásába bocsátkozhatnánk, szük­
séges lesz a mechanikai hőelmélet egyes tételeit összefoglalni.
A mechanikai hőelmélet első főtétele az energia megmaradásá­
nak elvét alkalmazza a hőjelenségekre. Legyen adva valamely anyagi 
rendszer s vezessünk ehhez dQ melegquantumot; ezáltal megvál­
tozik a test II  hőtartalma dH-val, a test belső részeinek helyzet- 
változására dLi munka s a térfogatváltozás következtében a külső 
felületre ható légnyomás ellenében dLe munka végeztetett ; az 
energia megmaradásának elve szerint :
7t, tp és d kiszámított értékeinek helyettesítése után:
a rövidítéseket elvégezve:
29. §. A telített gőz nyomása.
dQ — dH  d“ dLi T" dLe •
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Bevezetjük a belső energia fogalmát, mely alatt azon energiát 
értjük, mely a test belső részeihez kapcsolódik; ha ennek változása 
iIE, , akkor:
dEi — fill -j- d- IIi ,
továbbá, ha a test felületére ható külső nyomás p  és a térfogat a 
dQ meleg közlése által dv-vel változott, akkor a külső munka :
dl.-, =  pdv;
tehát az első főtétel alakja :
dQ =  dEi +  pdv.
A belső energia {Ej) általában függvénye v-nek és T-nek, te h á t:
dEi = dEidv dv +
dEi
OT dT.
Kísérletileg is kitűnt, hogy a belső energia csak a hőmérsékletnek 
függvénye s így:
dEi dEi i rnd T  ’
tehát az első főtétel alakja :
dQ — dT  +  pdv.
Általában Q is függvénye w-nek és 7'-nek:
J „ dQ jrn , dQ
s a két egyenlet összevetéséből :
dQ _  dEi _  r
dT d T  ~
dQ_
dv p.
A főtétel alakja most már :
dQ = C vd T  pdv,
a hol Cv a gáznak állandó térfogat mellett föllépő fajhője.
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Ha a testet bizonyos változásoknak vetjük alá, úgy azonban, 
hogy e változások befejezése után a test eredeti állapotába jusson, 
akkor körfolyamatot végeztünk v ele; ha ugyanezt a körfolyamatot 
megfordított sorrendben végezve, a test ism ét eredeti állapotába  
jut, akkor megfordíthatónak nevezzük a körfolyamatot. A leg-
29. ábra.
egyszerűbb körfolyamatok egyike, mely két adiabatikus és két 
isothermikus változásból áll (CARNor-féle körfolyamat). Egy ily 
változás mentén vizsgáljuk meg a felvett melegquantumnak s a 
‘hőmérsékletnek viszonyát. A test adiabatikusan (tehát Q állandó) 
változik vtvs és v'm \ utakon, isöthermikusan (tehát T állandó) w2?Á> 
és v’i.ví utakon (29. ábra).
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1. Az adiabatikus változások.
Az első főtétel:
<1Q =  C„d T  +  pdv,
a mi így írható :
d .Q = (v r [  ll'l ' +  (? f  dv).
Azonban, mivel az ideális gázoknál:
p v  =  RT,
tehá t:
s igv:
f l  T  T
dv =  R  — — — R —r- dp,p  p2 1
dQ =  (Cv+ R ) d T -  vdp,
a hol Cv +  R =  Cp a gáznak állandó térfogat mellett föllépő faj­
hője. Ennek alap ján :
V
o o  =  c , T ( ^  +  l c í £-fí)T
_  p _  p
V d v ) ,
(Cp—if) T  IC, c n
p
p
k - 1
a hol
így:
Á l é i -  
a
dO
- jQ r  =  - p -  + {k— 1) d*-- =  A log T  +  d log (vk~')Lip 1 / V
Mivel a tágulás adiabatikus, dQ — 0 , és így:
d log T  -j- d log (v}; 1) = d  log (Tvk ‘) =  0, 
Tv*-1 — const.
azaz:
A mi esetünkben tehát:
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7>* 1 rX ' " 1 =  const.;
vagyis:
r / 1  /  A :  1 ' I .  '  A :  1 IV1 =
Á L  —  2
Vt
— const.; 
const.
2. Isothermikus változások. 
Áz első főtétel így irható :
„ dvd(J =  Cvd T +  R T L
tehát v<£)\ úton a melegquantum változása:
f dQ = „ r , f - f
Qt =  R T % lói Sk_ — f í \0fr X  r 2 m og th
a nielegquaritum változása t\v[ úton ugyanígy:
Mivel
úgy tehát:
Qi , , ,  v'i
i v  =  ÍÍIo s t ;
U. V«— ~r~ =  const.,v 1 Vi
Ö l n i  0 --7V- =  i í  log- c =  -==- =  const.
Q
T
Két, végtelen közel fekvő isothermikus változás közt a felvett 
melegquantum d(j, a hőmérséklet pedig, magasabbrendű végtelen 
kicsinyektől eltekintve, ily két elemi változás közt T  nek vehető
s így a ^  kifejezés alakja lesz; véges változásnál pedig az 
r  dQ 1 . 1
J kifejezést kapjuk (entrópia). Ha most két adiabatikus görbe
közt az (7), (2) megfordítható körfolyamatot írom le, akkor az ('/), (2 )
(2)
úton haladva, a kifejezés í lesz, (2), (7) úton haladva pedig 
ni J. Jin
r  dQ .
J  es : 
( 2 )
( 1 )
T
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megfordítható körfolyamatoknál tehál j zérussal egyenlő.
Mivel az AlBlB A iA l út (28. ábra) megfordítható körfolyama 
tot ad, mely egyszersmind isothermális, tehát:
J A Q = ^ f dQ =  0.
Másrészt az első főtétel szerint:
dQ — dEi +  pdv,
és ebből:
J dQ — J dEi +  J pdv ;
de Ei csak a hőmérséklettől függ és minthogy ez állandó, azér 
Ei is az és dEi — 0. Marad tehát
J  dQ — J pdv — 0.
A körfolyamat két részből áll; A1B1BiAq úton p  és v együtt vál 
toznak, az A_2A, úton p  állandó; ezt igy fejezhetjük k i:
A 2 A i
I pdv =  (pdv +  p  I dv.
Ai A 2
Van d e r  WAALs-nak a /ere adott összefüggése alapján:
Vx V2
K iszám ítva:
R T log ^ ~  +  a (—--------- )  +  p (Wj—v2) =  0,vt—b \v i v1í *
vagy
>' =  J ,rta« ^ = 5  +  “ ( ^  ~  Lé)
(2)  ( 1 )
r  dQ _ _  f d Q
J T ~  J  T ’
( 1) (2 )
tehát:
(2) ( 1)
j - « + j T 4 » = / « - 0 ,1,. főtétel);
(í) (2)
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A jelöléseket a jelen viszonyokra alkalmazva, a folyadék fajlagos 
térfogata (v^ legyen a, a telített gőzé (?',) legyen s, a telített gőz 
nyomása P, akkor:
P ( s - ff) =  R T  log — 5- +  a ( 1 -  — \
a — o \ S a  /
Másrészt a
R T  _  a
^ v — b v8
egyenlet a telített gőzre és a folyadékra alkalmazva, még két egyen­
letet kapunk:
p = R T as— b
p = R T a1 1 o2
Ezen három egyenlet alapján állítja fe l V an d e k  W aals a redu­
kált egyenletből a következőket; magából a redukált egyenletből:
_  8 m  3
e ~ ~ Z n ^ T ~  n*; 
az itt használt jelzésekkel:
I ein = i (S5Z-f - -|») + '/** = °'
«1 «2
a hol n2 a folyadék és «, a telített gőz fajlagos térfogata. Az inte­
grálást elvégezve:
8m ios ü j i ! + 3 (i!, -  + e ■ ■ - ”*>= °-
Ha a telített gőz redukált nyomása E, úgy:
= 8m Iobtk^ 1 +  ;i( ^  ~ 1!;)'
a mihez járul a következő két egyenlet:
• p  _  8 m  3
3nt—1 ~  n f’
„ _  8m 3
" — 3w2—1 «*
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Ezen három egyenlet E-re, n (- re és n2-re megoldható s adja, 
hogy ugyanazon redukált hőmérsékleteknél a redukált nyomás s 
a folyadék és telített gőz redukált térfogatai minden anyagnál 
ugyanazok; a megoldások alakjai:
E  =  f(m), =  /j (m), n2 =  /j,(m).
Tehát E  pusztán, mint in függvénye nyerhető, vagyis a redukált 
nyomás s a redukált hőmérséklet viszonya minden testnél ugyanaz. 
Mivel a redukált nyomás a nyomásnak s a kritikus nyomásnak, a 
redukált hőmérséklet a hőmérsékletnek s a kritikus hőmérséklet­
nek viszonya, következik, hogy kél folyadéknál, melyeknél a hő­
mérsékleteknek a kritikus hőmérséklethez való viszonya ugyanaz, 
a telített gőz nyomásának a kritikus nyomáshoz való viszonya is 
ugyanaz.
30. §. A z elgőzítési meleg.
Ismét a mechanikai hőelméletből fogunk kiindulni, 
főtétel következő alakját már ismerjük :
dQ = dQd T d T +
Az első
vagy ha rövidebb jelzés végett írunk:
úgy:
Másrészt volt:
9Q _  y  d(l  _  y  
dT  ’ dv
d Q =  X d T +  Ydv.
dQ =  dEi -j- áLc,
ahol, minthogy E-L — Ei(T, v). irható :
dEi , r n  , dEi I
dE i=  WT ' +  W 4v-
míg dLe hasonlóan mint dQ
( 1 )
Ennek folytán:
dLe =  $d T  +  ydv.
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dEj
J T dv.
Az (1) és (2) egybevetéséből következik:
dEj y  - dEi v
~dT = X ~ * ’ ~dv =  Y~ 7'-
(2)
Mivel Ei pusztán T és v függvénye, azért a differencziálszámítás 
szabályai szerint:
d*Ei ^ d*Ei 
dTdv ~  dvd T ’
azaz:
tehát az I. főtétel alakja:
dX _  OY _  0$ _  íhj 
dv d T dv d T
Az elgözítés processusára akarjuk az egyenletet alkalmazni, 
tehát akkor T  az elgőzités hőmérsékletét, v pedig a gőzalakú test 
tömegét jelenti. Ha a gőzalakú test fajlagos térfogatát s-el jelöljük, 
a még folyékony test tömegét to-val, fajlagos térfogatát <r-val, 
akkor az egész, itt szóba jövő test térfogata:
m  =  vs +  íoa.
Ha a folyamat alatt a tömegegységet akarjuk elgőzíteni, akkor:
v -j- at =  1,
tehát:
m — vs +  (\-^v)a  =  a +  v(s^- a). (4)
Az elgőzitésnél két dolgot tehetünk fe l; egyik az, hogy a gőzöl­
gés hőmérséklete csak a nyomástól függ, tehát a nyomás csak a 
hőmérséklettől, mint azt kísérleti tapasztalatok mulatják, azaz :
P =  P(T), T =  T(p); .
továbbá feltehető, hogy a külső munka csak a térfogatváltozástól 
függ, azaz:
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dLe — E dT+  rjdv =  pdm  =  p  ^ -- - d T  +3 m 3m du
vagyis:
dm Om
e ~ p ~ d T ’ 71~ v ~dv~
dj_
dv
dp dm dhn 
dr dT  +  " 8 Tdv
d2mfhj __ dp dm _ ...
~df ~  0T dv +  P dTdv
3-v
3-y _ dp dm dp dm
I f  ~~dv dT ~  dT dr
Mivel p —p {T), úgy dpdv
dX dY
0 s így (3) szerint:
dv dT
dm dp
m r  d r
r  dQ
(5)
A körfolyamatok vizsgálatánál az j  jellemző kifejezésére
(entrópia) jutottunk Ha ezen kifejezést -S'-el jelöljük, akkor tekin­
tettel az elgőzölgés folyamatának isothermikus voltára, lesz:
vagy: 
é s :
Ebből következik 
dQ
dT
t ^ - = y  .[<«),
J  dQ — TS 
dQ — TdS.
 flT . dQ j OS dS
i T + m r d v = T \-S T d T +7Tv
(6)
du
s az előbbi jelölésekkel
X d T +  Ydv =  t {f r  d T +  I t  * )
X =  T dSdT  ; Y =  T —— . dv
A TESTEK HALMAZÁLLAPOTAIRÓL. 307
Mivel:
Úgy:
S = S(T,v),
d*S d*S
dTdv ~  ~dvdT
azaz:
d_
dv (4)
Elvégezve a differencziálást:
1 dX X  dT 1 dY Y
T dv T 2 dv T  dT 2 ’
dX d Y  1 ( Y W
*)■dv dT  ~  T11 X dv
() Ts mivel T =  T(p), teliát: —  — =  0 , úgy marad
dX  dY  Y
dv dT  ~  T '
Az (5) és (7) egyenletek összekapcsolásából következik :
r  dm dp 
~  dv dT '
(7)
(8)
Az I. főtételből (1) következik, hogy állandó hőmérsékletnél:
<IQ — Ydv,
vagyis V azon meleg, mely a gőzalakú test térfogatát du-ve 1 növeli, 
az elgőzűési meleg és így, mivel (4) szerint:
m  =  (t +  h(s—a),
úgy következik:
dm dp dp
Y -  1 ^ r ~ d T - l [ s ^ a ) ~ d f (9)
Áttérünk V a n  d e r  W a a l s  következtetéseire. Ha a telített gőz 
nyomása P, akkor az F-ra adott egyenlet szerint:
dP  _  Y  
d T  ~  T(s—a) ’
23*
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vagy a redukált állandókban kifejezve
g dE  Y ___
9 dm md<pf(m) ’
a hol f{m) a redukált hőmérsékletnek valami függvénye és:
Következőleg:
<p . f(rn) =  s—a. 
dE  Y
dm mn<pf(m)
Behelyettesítve a kritikus állandók értékeit:
3a 3 Rd
n<p ~  27 b ~  8
S így: 001
dm 3R9mf(m)
vagy: >•oc
W/(m) dm -  3 r n
Az egyenlet baloldalán csak a redukált mennyiségek fordulnak 
elő s így az minden anyagra egyaránt állandó, tehát a jobboldal 
is az; itt te h á t:
— constans.
Ha két anyagot tekintünk, melyeknek kritikus hőmérséklete 
9 1 és d,x, elgőzítési melegük y és Y, akkor ezeket m, y  redukált hő­
mérsékleteknél hasonlítva össze, a legutóbb felírt kifejezés szerint:
m  hőmérsékletnél
u hőmérsékletnél =
y  m Í  m
W t  ,  ~ R ' \
V e  _
i f i ? ! l t d .
a honnan:
Vm _  yM 
Y  Y ’m J-1u
vagyis két test elgőzítési melegének aránya minden redukált 
mérsékleten ugyanaz.
hő-
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31. §. Az olvadás hőmérséklete.
Teljesen analog megfontolások alapján, mint melyeket az elgő- 
zítés processusánál végeztünk, az olvadás melegére is kaphatunk
V =  T (s -a ) dp~dT
alakú kifejezést, a melyben m ost:
y az olvadás melege, T hőmérséklete,
s a folyadéknak és a- a szilárd testnek fajlagos térfogata.
A gőzölgésnél a folyadék mindig kiterjed, a gőz fajlagos tér­
fogata mindig nagyobb, mint a folyadéké, s>o-, tehát a kiterjedés 
mindig positiv. Az olvadás térfogat nagyobbodással, vagy kiseb- 
bedéssel já rh a t; első esetben s >  <r, másodikban s <  a. Fontos 
következtetést nyerünk, ha az egyenletből T  és p összefüggését 
keressük; u. i . :
d,T= T ^ a) dp.
y
Ila az olvadásnál a test kiterjed, s—<r>0, vagyis p  növelése emeli 
T-t is. Ha az olvadásnál a test összehuzódik, s—<r<0, vagyis p  
növelése csökkenti T-t.
Ezen elméleti következtetést, mely J. TnoMsoN-tói származik, 
a kísérleti kutatások utólag igazolták (VIII. k. 302. lap).
32. §. A hőokozta térfogatváltozás.
Kiindulunk azon egyenletekből, melyeket az elgőzítés tárgyalá­
sánál a telített gőz nyomására kaptunk (§. 29.):
P (s—<r) =  R T  lo
P =  
P =
s —b ,
£ — r  +  a(T—l)
R T  a
s - b  s2 ’
a —b <r2
(1s
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A redukált, egyenlet alapján a következő összefüggéseket 
tűk le :
E (nx - ik2) =  8m  log 3íij-— 13 w2— 1 -1- 3 (—\ Ily
vezet-
8m 3
3 ^ - 1 n\
8 m 3
3n2— 1 n\
a hol E  a telített gőz redukált nyomása, nx a telített gőznek, n,, a 
folyadéknak fajlagos térfogata.
Fejezzük ki ez utóbbi két mennyiséget is a kritikus fajlagos 
térfogatok részeiben, azaz:
ni — 9i<Pi > — SvfPv.’
mert a kritikus pontban a telített gőznek és folyadéknak sűrűségei 
s így fajlagos térfogatai is egyenlők (Vili. k. 319. lap). Akkor ka­
punk E-re három analog egyenletet, melyekben a redukált fajlagos 
térfogatok fognak szerepelni, a mely egyenletekből eliminálás útján 
iji értékét megkaphatom mint m  függvényét:
=  f(m).
Nyerhetünk m-re is egy összefüggést; n. i. a hőokozta kiterjedésnél 
az egységnyi térfogat a kiterjedés után \-\-at lesz, ha « a kiter­
jedési koefficziens ; l-1 redukált alakban kifejezve:
a honnan:
-\-at =  m  (1 +ai9), 
1 + a ím  -
1+0»  ’
s mivel az abszolút hőmérsékletre térve át
T  =  t+ i  73, ff =  ,9+273, a =
273
+ al _ T  
l + a ß " ~ ' d
lesz:
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ús így:
Ha tehát hét folyadéknál az abszoltd hőmérséklet egyenlő tört­
része az abszolút kritikus hőmérsékletnélc, akkor a folyadék faj­
lagos térfogata is egyenlő törtrésze a fajlagos kritikus térfogatnak.
Legyen tehát két folyadéknál az abszolút kritikus hőmérséklet 
0j és , a kritikus térfogat (melyet ezen arányossági számítások­
ban a fajlagos térfogat helyett vehetünk) <pí és >^2; legyen az első 
folyadéknak térfogata 2j és 2 j abszolút hőmérsékleteknél és u[, 
a másodiknak térfogata 1\> és Tí hőmérsékleteknél « 2 és ná. A hő­
mérsékleteket úgy válaszszuk, hogy:
rii rii r in  rni1 j __ • 02 , ' í _ I %
0Í 62 Oy t)%
legyen; akkor a r/2-re adott kifejezés szerint:
/ í  ^ t i j  t i l
<Pi vt <pi n ’
a honnan:
__ n r
de :
•Pi
•pi _  Hy
tehát:
n
'<h ~  «2 ’
vagyis a térfogatnagyobbodás minden folyadéknál ugyanaz 
(125. lap).
Péch Aladár.
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A THETAFÜGGVÉNYEK LINEAR TRANSZFORMÁ- 
CZIÓJÁRÜL.
E is e n s t e in  az elliptikus függvények előállítására szolgáló vég­
telen kettősszorzatokat tárgyaló remek értekezésében-*' meg­
vizsgálta, hogy miként változik ezen csak feltételesen össze­
tartó szorzatoknak az értéke, ha tényezőinek sorrendje változik. 
Többek közt a következő eredmény adódik ki :
Tekintessék
4-00 4-oo
- _________* ___________ )
am-\-pn-\-y /
szorzatban a tényezőknek ama sorrendje eredeti gyanánt, a mely­
ben a szorzás először az m, azután az n index szerint, és pedig 
oly módon történik, hogy minden pozitív rn, illetőleg n mellé az 
egyenlő értékű negativ m, illetőleg n rendeltelik, és belyettesit- 
tessenek rn és n szorzási indexek
m = a 0m'-\-b0n' 
11 =a{m' -\-b{n' ( A )
egész számú lineár helyettesítés alapján, a melynek determinánsa
a0 b0
! «1 K
=  1 , ( B )
más m \ n' indexekkel; akkor a fentebbi szorzat olyankép változ­
tatja az értékét, hogy
* Genaue Untersuchung der unendlichen Doppelprodukte, aus wel­
chen die elliptischen Funktionen als Quotienten zusammengesetzt sind. 
Grelles Journal XXXV. p. 153 y2~A.
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(C)
exponencziális mennyiség hozzálép mint tényező (hol d =  +  l 
vagy =  —1, a szerint, a mint a két periodiczitási modulus
h á n y a d o s á b a n  i - n e k  e g y ü t t h a t ó j a  p o z i t í v  v a g y  n e g a t iv ) .*  E is e n ­
st e in  e h e z  ( i l l e tő l e g  a z  á l t a l á n o s a b b  e s e t h e z ,  m e l y b e n  a  h e l y e t t e ­
s í t é s  d e t e r m i n á n s a  1 - tő l  k ü lö n b ö z ő )  a z t  a  m e g je g y z é s t  f ű z i ,  
h o g y  « m in d a z ,  a m i t  e d d i g , a z  e l l i p t i k u s  f ü g g v é n y e k  t r a n s z f o r m á -  
c z i ó j á n a k “ n e v e z t e k ,  a z  i n d e x e k  á t a l a k í t á s á n a k  e m e z  á l t a l á n o s a b b  
n e m é b e n  v a n  b e n f o g la lv a » .* *
Szándékom ezen az alapon a következőben a thetafüggvé- 
nyek linear truaszformáczióját általánosan végrehajtani, miután 
egy előbbi értekezésemben *** nehány általánosabb megjegyzés 
kapcsolatában némely specziális esetet például tárgyaltam.
Gzélszerű azt a thetafüggvényt, melynek szorzatalakja a leg­
egyszerűbb, tudniillik ez t:
#1 {V, t) =  dj(0, t) .V . m + nr) ( 1 )
a vizsgálat alapjául venni és a többi három thetafüggvényt erre 
visszavezetni.
E végből azokból az általános képletekből, melyek az argumen­
tum fél szakaszokkal való növesztésére vonatkoznak,! könnyen 
kapjuk e specziális képletet:
#i (v+^gi+^hxr) =  e - ihi it0+9i-1+ihit)*i (2)
melyben gx és hx mennyiségek 0 vagy +1, illetőleg 0 vagy —1 
értékeket jelentenek és a A index értékével a következő schema 
szerint lesznek megadva:
* L. c. p. 184.
** L. c. p. 190.
*** Die Anwendung unendlicher Produkte in der Funktionentheorie. 
A Szász-liégeni ág. hitv. ev. gymnasium 189.9,-iki programmjában.
f L. ]). o. KfflNlGSBERGBR, Vorlesungen über die Theorie der ellip ti­
schen Functionen. I. p. 371.
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Sí K
0 0 - 1
1 0 0
2 +1 0
3 +1 —1
Tehát a következő szorzat átalakítása eszközlendő:
1
— OO — oo
(3)
{Ä) helyettesítést alkalmazván, mely (B) feltételnek eleget tesz, 
és tekintetbe véve, hogy a (C) alatti exponencziális mennyiség­
ben 8=  — 1 teendő, ezen szorzat a következő lesz:
-+- 00 +00
/  /  /  /  ; , _ _ _ _ _ _ _ o + f e r . - H h ,T _ _ _ _ _ \
I l i i  ' *»'(ao+<V)+»,(í'i>+V )/— 00 - 00
1 ,4- co -f  c©
-(f+áffi + tA2T)2=  <> a0 + a,
Tegyük 
továbbá
1 _  g-o+«iT +  * ^
OO — oo m + n ' bo+blT '
«0 +  a lr
t' = _&o±V
«o+«ir =  9 +  ,
(4)
, B = « o 9  + M >  Ä i =  0 , 0  4 - 6 , ^ ,  | 
9 = h g i -  W h , t) =  — «tih.+Wh., I 
akkor azt kapjuk, hogy
n n
— te  — co
(5)
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+ OO -j- 00
— n *■ '■ /„/ m'/ ]
— OO --- OO
y ’+ U + W
m '+ n 'r ' ( f i )
a mivel tényleg megvan a (3) alatti szorzatnak lineár-transfor- 
máeziója.
Ha az (1) és (2) alattiak szerint a szorzatokat az illető theta- 
függvényekkel helyettesítjük, miután előbb
8= 2  k+ gXl, f»=2 l+ hXl (7)
egyenletek segítségével az új gXl és hu mennyiségeket behoztuk, 
mélyekről felteszszük, hogy értékük 0 vagy + 1 , illetőleg 0 vagy 
— 1 lesz, tekintettel az
v + ÍQ i+ lh r  =  (űo+Otr). (w '+ Í9 + ^ r ')
egyenletre
e-thx(Zv+gx-l+ihXT)7ti ^  ^  ^  _
-ín  -Un í Úl(O)t') ----—(«+äcrj + ih,r)a(Oto +  alT) ■ aUU e a0 + a,t * * .ui(U,r)
Ez pedig, a thetafüggvények szakaszos tulajdonságainál fogva, 
melyek így fejezhetők k i;
>h(v+p +  qr) =  e^ h x)-qíx-g))-q&v+q^ni
átalakul a következőbe:
e ~ Íh l » v + g l - l + V t xt ) n i  _ ^  _
- í n  -Un r ) '^ ( ° ’ r ) -V-
( « 0 “T ö 1r ) * ü l i f \  t \  * ^«ídb r j
X  (2r'+2ft+2(T'+fl,x1- 1+ihZ1*')Äi
gW fd + Ä ^ J - id - f l r ^ I -n S w ' +  K 'B j r f ^ ^  (v \ t') (8 )
hol t’-nek az exponensei még tetemesen egyszerűsíthetők.
Marad először is egy tag, mely w-nek a négyzetét tartalmazza, 
tudniillik:
--------1----- u2= —at (a0+:a,r) w'27ri.
a0+ f'ir
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A oben, illetőleg w'-ben elsőrendű tagok következőkép vouliatők 
össze:
=  [ M - « i ( ? i + V ) v '- i%K— 
=  [hxv —a jitfv '—a0hiV'] ni =  
— hi {v—(a0+ a tT) v') ni =  0.
h y - z í v ' ni =
«1 gd V'J«  =
Azok a tagok, melyekben még r és x fordulnak elő, így írhatók:
a0+ « ir
jtí =
1
[ | / í |  (Oo+^r) r—1% ( í / i+ V ) 2a0+% r 4 
— i  (% hi— a t g xf . (&o+f»ir)]«  =
=  ,, K ^ - | a * & 0h*44a0a 1h0tfA +
a,o-r ((ir
+  ( H * ! - - i " í hi 9 * - i a i!hhi+ i a o « A u A )  t] ni.
A (i?) egyenlet felhasználásával ez a kifejezés következőkép 
alakul:
— —-  [ -  \<ha^iífí+ K « A  í/A  -  Í atbohl +ao~rai"
+ (~  W A 9 l+ k a% 9 ih - i « o « i r ]  wi =
=  - A  (% M * -2%fco # A + aoV1®)A
mit így is írhatunk:
i  ( 0$  -  £  A )  * * •
Ezen kifejezést összevetvén a kitevőknek összes hátralevő, azaz 
V-től és r-tól független tagjaival, lesz végre
[—A  (1 ~ ó b ) + A i ,( l ' í/a,) ~A,)(1 ~ í/;u )+
+ 1 ( 0 — f f A , ) + * ( 0 ^ — S h M  «  ( 9 )
mi helyett rövidebben ezt írjuk:
\Mni,
hol M  minden esetre egész számot jelent.
A (8) alatti egyenletből tehát lesz :
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< , « , ( « „ + « , * ) r)=(«0+«ri )  . r\  . (y \t") (10)
UlA», T )
vagy, ha az állandó tényezőket egyszerűbben jelöljük: 
e o ,(a ,+ Oj«) »’’«< ,^(W) r) =  C. cii,!tl t)
hol tehát a fentebbiek szerint
V  , h o + ű j f
't r ­
és Árindex
wo+öir  ’ n^j-a^r
biSU—boh
/b ,= -« ií/z + « o ^
(mod. 2)
( t i )
kongruencziák segítségével meghatározandó. A rendes szólásmód 
szerint <9^  (v,r') az eredeti, ih(v,z) a transformált thetafüggvényt 
jelenti.
Még hátra van a C állandónak a meghatározása. A (10) 
alatti transzformácziús egyenlet ezt az állandót olyan alakban tün­
teti fel, mely nemcsak közvetlen betekintést enged annak a ter­
mészetébe, hanem egyszerű kiszámítását is lehetővé teszi. Meg­
jegyezzük előre, hogy az (5) és (7) alattiak folytán A =  1-nek min­
dig Aj =  l felel meg és megfordítva, és hogy ez esetben egyszers- 
mint Af=0 lesz. Tehát C ez az érték, melyet a teljes állandó 
C'.cpini a függvénynek transzformácziójónál vesz fel. Tényleg
a (ll)-ben /--A, I és v= v'= 0  értéket tevén, lészen
$1 (0, r) 0
‘ #i (0, r') 0 ’
és e határozatlan alak értéke az ismeretes szabály szerint
á'i{v', r')
dv
dv' t > = t / = 0
(aQ+ay) . d‘i (0, r)
W . t') '
Továbbá látható a (10)-ből, hogy C a A és Ai indexektől függet­
len, tehát 'mind a négy thetafüggvény esetén egyenlő értékű. 
A teljes transzformáezió-állandónak C.eiMni-nek az értékei az 
egyes thetafüggvényeknél tehát csupán a második tényezőben 
külörnböznek egymástól.
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Végre kitetszik a fentebbiekből, liogy a C mennyiség, mely 
lényegében két (zérus argumentumos) thetafüggvénynek hánya­
dosa, csakis a r és r' modulusok függvénye. Várható, hogy e 
függvény, mely v és v' változók specziálizálásával (tudniillik 
v= v'= 0)  eredőnek képzelhető, a r, illetőleg r ' argumentumok 
specziálizásával egyszerűbb alakra is visszavihető. E végből min­
denek előtt szükséges, C-nek r-tól való függési módját megvizs­
gálni. Ez történhetik égy a C és r közt fennálló differencziál- 
reláczió felkeresésével. Egy ilyen pedig előállítható, ha a theta- 
függvények parcziál différencziál egyenletébe :
=  w Ä M  («)dir or
a (11) alatti transzformácziós egyenlet differencziálásából eredő 
értékeket behelyezzük.
A (4)-ből eredő
dv' 1 dv'
dv a0+ a j r  ’ dv
a{v' dr' _ 1
äö-fäft ’ dr («o+a^)2
relácziók fölhasználásával, és tekintettel arra, hogy eiMni v-től és 
r-tól független tiszta számbeli állandó, lesz:
d2d; (ti r) Q giMni ^—ajtau+a^v' ni
X
X
du2 («o+a ir)a
(«o-f-í^r)2. {<&aiv'ni)i r') — ^ (« o + t^ r)  n id ^ v ',  r ')~
A , , , dö^(u',z') d*&Xl(v',T'y
- 4«i (a0+ a ,r )  v  n i ---- ----------- 1------- —
ddj (v, r) C.e^Mni. e-«i(«o+oiü»'2»i
X
dr
1 dC
X
(«o+«ir)2
(a0+ a ir ) a >  ^  (v'> T') +  ( « ó + % r ) 2  ufv'^niih, (v', r ' )
A K O  , d»^(v',T')
— (a0+ « ir) w du' dr'
Ezt az értékeket (a)-ba helyettesítvén, a
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t : <hh, («',r )
egyenlet tekintetbe vételével ered
— 2«i (a0+ a 1T)7:i»Xl (v ', r') =  i!n ( a 0+ a lr)a- ^  ^  • óh, (v\ r'),
a miből
1 a^lt _ dC
2 a0+ a jr  ~  C ’
és végre e logarithinikus dífferencziálok átintegrálva és az in- 
tegráczió állandót log c alakban írva, lesz
G =
Yäö+ äi~t
( 12)
A (11) alatti transformácziós egyenlet tehát ebben az alakban is 
írható:
eo,(«,+o1*)»’ll*i . &x(v,r) = - = L =  ■ (v', r'), (13)
V«0 +  « ,r
hol a fentebbiek értelmében c független v, x és Mól, Lehál csak
a 0 , a \> bo>
transformácziós számokkal meghatározott tiszta számbeli állan­
dót jelent, melynek kiszámítása most eszközlendő.
A (10), (11) és (12) alattiak folytán
c =  (a0+ M f- tt'i (0, r)&i (0, t ) (rri)
c-nek épen említett tulajdonságainál fogva szabad lesz, az (m) 
alatti kifejezés egyszerűsítésének czéljából r és x helyébe bizo­
nyos specziális értékeket tenni. E végből meghatározzuk a
i_ fy)~Hhr
a0-\-a{T
egyenletből azt az értékét, mely mellett
(n)
X  =  X (0)
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Leliát egyszersmind
#1(0, r) =  #1(0, r') {]>)
Itt figyelembe veendő, hogy
T
i
hányados valós részének lényegesen pozitívnak kell lennie. 11a 
tehát
t =  t t l i,
akkor a /, egy 0-lói különböző pozitív valós szám.
(o)-nak behelyettesítése után (»)-ből lesz
l  _ i _  /  i  _  # 0 + M  +  # l M
 ^ f,o + a i^ + ai M
és ebből, ha a valós részeket a képzetesektől elválasztjuk, az ered, 
hogy
«„i+öji2 | , ^
A második egyenlet folytán
_  ctg—bi
2 a, ’
és ennek az értéknek behelyettesítése után az első egyenlet át­
megy a következőbe:
vagyis
ß _ _ K  ^l)2 r.
a^ ~  4 a,
1
k =  V - ( a o - b t) * - 411,60,
hol az előjel úgy határozandó meg, hogy í, pozitív legyen. A gyök 
tehát a,-e 1 egyidőben pozitív vagy negativ. Ez a következő 
egyszerű módon kifejezhető:
íi—+ 1 a,2a, ’ I a. V — («0—#i)a— 4a,60 .
Tekintetbe véve, hogy
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üJjq—1,
az ulobbi kifejezés még egyszerűbben így is írható:
1 A r  • v - ( a o + b ^ + l .ti— + 2% | a t |
Megjegyzendő, hogy ez az előállítás csak addig érvényes, mig «, 
zérustól különböző és a yyökjel alatti kifejezés pozitív, mivel 
íj-nek valós számnak kell lennie.
A modulus keresett értéke tehát ez :
+  -sr, ■ i ' V - w -m W  '
Ezt az értéket behelyettesítvén az (m)-be és az azonnal meghatá­
rozandó előjel helyébe ideiglenesen s tényezőt téve, melynek ér­
téke +  1 vagy —1, az állandó értéke lesz:
— £ ■ ) + i f I * I V —(«0+ V 2+ 4 (14)
A lent említett érvényességi feltételek értelmében mindig
-(«o+ ^i)2+ 4 > 0
kell hogy legyen. Tehát csak a következő három eset fordulhat 
elő:
18
1. «o+^i—0, =Yl<Y
vagyis (ha az állandó különböző értékeit a c betűhez alkalmazott 
indexekkel különböztetjük meg)
Cy— e V —i, «!>U 
c2— e V i  , ctjCO.
2. «o+b,—1, c3 Y H Y  , ; r r  VB
=  el,
3. «() +  &! —— 1, C4~ s i  +  2* j - — j- V‘3
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Az e ólléke könnyen mégha távozható, ha a j
! 1 - i  I 
i i  oj
Iranszforinácziót kétszer egymásután alkalmazzak. Ered ugyanit 
ez összetett transformáczió:
I 1 — 1I
; 1 0
II
|1
- 1
0
0 1 
i —i !*
és ebből azonnal következik, hogy
vagy
Most az állandó a következő alakban is irható:
Cj =  V~x'nl
c2 =  e-i™ 
c3 =  e~ini 
c4 =  e~ni.
Az említett érvényességi feltételek azonban nem járnak az 
általánosság megszorításával. Mert könnyen bebizonyítható, hogy 
minden transzformáczió más transzformácziókra redukálható, me­
lyek ezen feltételeknek eleget tesznek. Tudva van ugyanis, hogy 
bármely tetszés szerinti lineár-transzformácziót a két
1 0
— 1 1
és
0 - 1  
1 0
normáltranszformáczió egymásután való alkalmazásával lehet 
végrehajtani,* nyilvánvaló továbbá, hogy a második normál­
transzformáczió az adott feltételeknek megfelel, míg az első két 
oly transzformáczióra bontható, melyek a feltételeknek szintén 
eleget tesznek, tudniillik:
* L. p. o. Koinigsberger, 1. c. II. p. 70.
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1 01 0 1 11 ~ J
—1 1 ~ - 1 0 ' 1 0
így a transformácziós állandó meghatározása minden esetben 
lehetséges. Az alak, melyben azt előállítottuk, közvetlen össze­
hasonlítást nem enged a H ermite elvei szerint kiszámított és 
tiA U ss-féle összegekben előállított állandóval, azonban számos 
specziális esetben sikerült a megegyezést kimutatnom.
Még a fent kizárt esetben is, mikor t. i. 0, e-nek egy 
kifejezését kell levezetni. Az eddigi úton ez nem sikerült. Azon­
ban könnyen czélhoz jutunk
#1(0, r ) =  2jt . eixiz. f j {  1 — 
i
végtelen szorzat felhasználásával. Tudniillik
a ib0=  1
egyenlet szerint lesz at= 0 esetben : ■
ú0 tetszés szerinti,
ci0—bl— T i ,
r'= T °- +  r =  ±& 0 +  r ,
az (m) alatti kifejezésből tehát
<■ =  «n
ßi7tir  / /  1 __ßV.vmt'j 3
1
eUir. einiJt .  /  /  ( I —e:2v7rir; ±2»vrib0\8 • 6 /
a. , . b)
c — a0.e  4711 (15)
minélfogva a (13) alatti transzformácziós egyenlet átmegy a kö­
vetkezőbe :
. . bn ... .
(16)(V, r) =  a0e ,rtl «„ . {v\ t ).
Végre még szükséges, az általános transformácziós egyenlet­
ből a lineár-transzformáczió egyes osztályaira nézve érvényes spe-
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cziális kifejezéseket levezetni. A
9h  =  hi ÍL — \ K (mod. 2)
K  =  -  a \  < h  +  a o \  i 
kongruencziákból kiderül, hogy a transzformácziós számok két oly 
rendszere, melyek
a o — öo
aí =  «1
K  =  ßo
\  =  ßi
(mod. 2)
relácziókkal vannak összekapcsolva, egy bizonyos A indexhez 
egy és ugyanazon Aj indexet fogják szolgáltatni, hogy tehát a 
transformácziós számok mindazon rendszereiből, melyek 2 mo­
dulus szerint kongruensek, lényegileg ugyanazon transzformáczió 
ered. Tekintetbe véve, hogy
determinánsban két ugyanazon sorban, vagy ugyanazon oszlop­
ban álló számnak relativ primszámoknak kell lenniök, követke­
zik, hogy az összes transzformácziókat a következő hat osztályba 
foglalhatjuk:
«0= «1= b0= h =
I 1 0 0 1
II 0 1 1 0
III 1 1 0 1
IV 1 1 1 0
V 1 0 1 1
VI 0 1 1 1
A (13) alatti általános transzformácziós egyenletből ered tehát, 
ha j M értékét az egyes esetekben (9)-ből kiszámítjuk, az összes 
linear trailszformácziók következő összeállítása:
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I.
«0 = 1  > «1= 0 , (>0= 0 , ^ 'i= l (mod. 2). 
0i, =  0i. K = K  (mod. 2).
+«.*)”' Äi.,?0(D,r) =
l / « 0 + « l F
e0,(0"+a1*)”'Hi?i(t;,r) =  " . . 0, ( v \T’),
V fi 0+ a tT
ca',a°+a't)',”* i . f i^ ,T) =  - c «■»,-»■+» ,q (t,» r .}
y «0+ « ir
ßa,(o 0+ a IT)«'2» i ^  ^  c  _ . f,- -^ - (o ,fc ,. + g ,h ,-8 (ft„  +  < , - l ) ^  (y  ^
| /  «0+ö.jr
Ennek az osztálynak legegyszerűbb esete 
«0=1. «1=0, (>0=0, />!=1 
az azonos függvényt adja.
II.
«o=0, «i =  l, &0= 1 , &i=0 (mod. 2).
9 i ,= K , K = 9 x (mod. 2).
cal(aM v -«i#Q{V)T) =  C e^ iaobo_ih^
\  «Q d~ «i r
(a,(no + ait)v nlftx{V,T) —
r», «.„+«. « w'2ffi,?4(v,r) =
(,a1U»o+<*i*>v',,,i#g(t>,T) =
^ « o + a jr
^«0+«lF
l / ' « o + « 1 r
A legegyszerűbb esetben :
«o=0, «J =  1, (>o =  1 > (>i= 0
lészen
r '= ----—» t>' =  -r
1 t»'
-7 , V =  — , r r
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c — e *
87t i
c™**1» o M  =
e *
• tW .O :
V t
en ',’“»l (v,T) =
ZTti
e *
• '>1 («',
e***lWv,T) =
37TÍ
e 4
• #o(w' , r '),v 7
_ g7y?:
cnfini,\(v ,T )^ £ 4 
~ T 7 ~
III.
rt0= l ,  ö:1 =  1, b0= 0, b1 = \ (mod. 2)
(hi=dx, K = < h + hx(mod. 2).
r) =  C í‘-(a“í,»-2(a»+60-l))^0(y^r '))
l/fl.0+ % r
ca1(a0+a,T)i-'“* i^ (^ r) =
V a 0+ f l ,r • #i («', O,
=  =  . e~ 7 ^
V «.„ +  «!?
caI(a„+o,*) v'Vi #3(?^  r) :
Vffo+ají-
A legegyszerűbb esetből:
« 0= 1 ,  « i = l ,  b0=0, b±= í
_ (, - - ^ - ( a o b o  + aií>i +  2 a ,6 0- 2 ( 6 „  + b1- l ) )  ^  ^
ered :
, V Tv' = — — , r =  -7------T,1 —r1 + r  ’ 1 + r  ’
V =
1 - t'
_  37f?.
C =  ß "« 7*
* Ebben az esetben a0 +  bx =  2. A transzform áczió következőképen  
bontható f e l :
11 0 1 1 0  11 1011
[ 1 1 I — j  1 1 I ’ I 1 0 j ■
A jobb oldalon á lló  transform ácziók állandói c8 és Cj, tebát
_  8 7tj
c = c a . Cl = e  1 .
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(!(1+ f|/íií 0( t ) , r ) - -
f l  +  !
' #0 (V', A
e (1+T)u's» í # i  (v? r )  =  « A  . «  r %
V l +  r
( l + r ) v '  7ti >h (v, r) =  • 3^ «  A
é i+t)v' *’ ^ ( v ,  t)
V i + i
# 2 (v ', A
IV.
o0= l ,  ffl, =  1, b0—\, fe,E=0 (mod. 2), 
üh=hii. K = ( h + hi (mod. 2).
eaAa M v " * i  & (VfT) =  C___ . g-  V # (|/ ^
Va0+ « i r
eo,(a0+ o,T) «'•*« r) _  ' _ C......  . ß Y v 'y t)
en'{a"+a'r)v"ni
Vf'o+ r t ,r
c
V' a0+ a i r
. e— *í«i + bi) + *) ß0{l)’> z),
ealla<, + a,r)v”niß ^  ^  _____ _ g--^' (o060 + 2a„í)1 + a1bl~2()<0 + //|)) ^  r ’
V Oo+at r
A legegyszerűbb esetben :
f<Q= 1, o-i — 1, bo= I) b j= 0
az adódik ki, hogy
1
1 — T ’
V — 1 — r  ’
r '—1 v'
r — , > ^ / 9T T
c =  e—2i
^ (w>r) =  J L A =  . ,y3(V,r '),
V71
' (v, r) =  - A =  • 'M A  A
VI —T
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“(1 — T)v'27li O / \
Vi - T #0 (v'> T')>
__ 71%
V *(i s (»,r) =  ^ = . # ! K r ').
1/1 -
V.
«0=1, %=(), 60= 1 , fej =  l (mod. 2),
(mod. 2).
ea'{a°+air)v"*i#0(v,r) =
tía1(.0+«lr)t,'“»ij?i(^ r) =  
ga,(a0 + air ) , 'V ^ (^ r) =
eo1(a0+Oi*)v'23ti^(v^ ) _
V öo+«l^
C
V  a 0+ alT
c
V a 0+ at
-------^ - ^ i(a.b»-2f’»,,93(y> ' )
• 'W , 0 ,
--^(a^-aiH+S):■ e 4 $2 (v > r ii
_ g - - ~ ( a 06 0+ 2 a „ i ) 1 +  o 16 1- 2 ( a „  +  a ,H  60+ b , - l ) )  ^  ^
V  «o +  rtjT
A legegyszerűbb esetben:
« o = l, «i=0, b0=  — 1, />!= 1 
a j= 0  miatt (16) képlet alkalmazandó. Lészen:
r '= r —1, v'—v, r —r ' + l ,  v=v', 
#o (v> r) =  #3 ( / ,  / ) ,
7 ti
( v ,  r )  =  e * # 1 ( v ' , r ' )
7 ti
#2 (v> r) =  e * ( / ,  r')
VI.
«0= 0 , «j =  l, í»0= l ,  &i =  l (mod. 2), 
9í>=9i + K , K = 9 i  (mod. 2).
e°*(0«+a't)v'l7ti>90(v,r) =  - = J =  ■ e" ^ <a°6“"ai») («', r ),
V «0+ « ir
>Iathematikai és Pkysikai Lapok. IX. ^5
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ea'ía<’+a't)v'*,tid-1(v,r) =  -^= JL = .. 9t 
V a0+ at t
eaM'>+a")v"*i»i {v,r) =  c • e~ -?-«“•**-»*+» ,?3 (*/, r'),
Kfl0+ « if
^ » , ( 0 0  + 0 ,*) »'**<£ ^  __ c __ g— -^-(alb0+ial>bl+aIb1,-S(a„+aí+b0+bl 1)) ^
Va0+ a{T
A legegyszerűbb esetben:
ered:
« o = °, a ,= l ,  fe0=  — 1» fti= 1
, r—1 , V 1 t>'r = ------- , v =  — , t  =  - ------r„ v — ■■■■- ■,r t  1  — r  1  — r
ni
c — e 2 ,
,2 •
e”  ni d0 (v, t) = e~m • 0*0 ’W) ,Vr
eTV'*7‘i&l (v,r) =
7 ti
e
V r
3  7 ti
etv"*i»i (v,r) = e 2 ■ h (v ',r ’),
Vr
___ 3 Tti
em'*”% (v,z) = e 4 ■ d0 (v', r').
Vr
A felállított transzformáczió-képletek a közönséges úton talált 
képletekkel tökéletesen megegyeznek, eltekintve az állandó té­
nyezőtől, a melynek alakja — a mint már említettük — az általá­
nos esetben összehasonlítást nem enged. A minden osztályban ki­
számított «legegyszerűbb esetekben» azonban, az állandónak ér­
tékeit a GAüss-féle összegekben előállított kifejezésekből kiadódó 
értékekkel megegyezőknek találtam.
Kinn Gusztáv Adolf.
TÉTELEK A MÁSODRENDŰ KÚPRÓL.
A következőkben a másodrendű kúpra vonatkozó két tételt fogok 
bemutatni, mely egymásnak duálisán megfelelő és tudomásom sze­
rint még ismeretlenek. Ez általános tételeket alkalmazni fogom 
néhány speczialis kúpra, a melyből kitűnik, hogy e kúpok speczia- 
lítása ama tételek alapján egyszerű módon jut kifejezésre.
*
Induljunk ki a másodrendű kúp fokális sugarainak amaz ismert 
tulajdonságából, hogy egy fokálissugárra merőleges sík a kúpot 
kúpszeletben, a fokalissugarat pedig e kúpszeletnek egyik gyújtó­
pontjában metszi.
Nevezzük a másodrendű kúp csúcsát M-nek, egyik fokálissuga- 
rát f-nek, ennek a kúpra vonatkozó polár-síkját c?-nek. Messük a 
kúpot, az f  egyenest és a <p síkot az f -re merőleges síkkal a km 
kúpszeletben, az F  pontban és az f  egyenesben; az F  pont a 
7r(2)-nek gyújtópontja és az f  egyenes az P-hez tartozó vezérlő- 
vonala.
A k(2) kúpszelet tetszés szerinti P  pontjából az f  egyenesre és 
a w síkra bocsátott merőlegesnek talpa legyen R, illetve Q.
A K» kúpszelet minden P  pontjára nézve
és a k&) kúpszelet síkjának minden P  pontjára vonatkozólag
PR
PQ
=  állandó;
25*
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ebből következik, hogy a k(i> minden P  pontját illetőleg
PF
PQ
állandó.
Tekintve, hogy ezen állandó viszony nem változik, ha a P  pont 
a kúpnak MP  alkotóját befutja, mondhatjuk:
Valamely másodrendű kúp pontjainak a kúp egyik fokálissuga- 
rától és ennek a kúpra vonatkozó polár-síkjától mért távolságai 
viszonya állandó.
Vagy másképen kifejezve:
A másodrendű kúp alkotói a kúp egyik fokálissugarával, és 
ennek a kúpra vonatkozó polárissíkjával oly szögeket alkotnak, 
a melyek sinusának viszonya állandó.
Hogy ezt az állandó viszonyt A-át a másodrendű kúp állandóival 
kifejezhessük, jelöljük azokat a szögeket, melyeket a kúp egyik fősík­
jában fekvő alkotók a kúp elliptikus tengelyével alkotnak <p és 
#-val, azon szögeket, melyeket a fokális sugarak és azoknak a kúpra 
vonatkozó polár-síkjai ugyanezzel az elliptikus tengelylyel képez­
nek e, illetve r-val.
Az előbbi tétel alapján
, sin {</>-£) _ 
sin(r—<p) ’
s mert a fokális sugár és polárissíkja a kúptól harmonikusan van 
elválasztva
tg'V =  tg e . tg r ;
végre a fokális sugár helyzetét a kúp fősíkjában meghatározó re- 
laczió
cos <p =  cos e . cos d.
Ha ebből a három egyenletből az e és r értékeket kiküszöböljük,, 
megkapjuk a keresett A értéket kifejezve é  és Ú-val, t. i.
A2 =  1 +  tg2<? — tg2í?. cotg2^ .
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A talált utolsó tételből a dualitás elve alapján új tételt nye­
rünk, mely a másodrendű kúp és annak cziklikus síkjaira vo­
natkozik. A tétel a következő :
Ama szögek sinusának viszonya, melyet valamely másodrendű 
kúp változó érintősíkja a kúp egyik cziklikus síkjával és e sík­
nak a kúpra vonatkozó polár-sugarával alkot, állandó. Ez az 
állandó szám A', ha a <j> és #-nak ugyanaz a jelentése van mint 
•előbb volt, ekkép fejezhető ki
l'~ =  1 +  COtg2$á — cotg2^ . tg2#.
Ez a relaczió a következő három egyenletből
_  sin (e'—9) 
sin (#—r')
tg2# =  tg s'. tg r' 
sin # =  sin s', sin <p
származik, mely az előbbi három egyenlettel analog, ha a s' és 
t ' ama szögeket jelentik, a melyet a másodrendű kúp cziklikus síkja 
és annak a kúpra vonatkozó polárissugara a kúpnak elliptikus 
tengelyével képez.
De ha ez egyenletek közül az elsőt közvetetlenül akarjuk levezetni 
a másodrendű kúpból, jelöljük a kúp csúcsát Aí-mel, egy cziklikus- 
síkját és annak polárissugarát /  és k-val, a kúpnak egy érintő­
síkját ff-vel, azt a kört és azt a pontot, melyben egy a /-val pár­
huzamos sík a kúpot és a k sugarat metszi á(2,-ve 1 és O-val. Az 0  
pont a /c<2) körnek középpontja; e kör sugara r, és az 0  pontból a 
jt sikra bocsátott merőlegesnek talpa Q.
Minthogy e merőlegesnek OQ-nak értéke r sin (ff/) és O M . 
sin (tt/í), azért
sin (s-/) ()M
sin (ff/í) r ----- állandó,
mely más betűkkel már amaz első egyenletet fejezi ki. 
Mindkét tétel megfordítása is igaz marad, azaz:
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Ha egyenes és sík metszéspontján keresztül oly
sugarakat fektetünk, hogy ama 
szögek sinusainak viszonya, me­
lyet e sugarak a felvett egyenes­
sel és síkkal alkotnak állandó, 
akkor e sugarak egy másod­
rendű kúpon feküsznek, mely­
nek a felvett egyenes egyik foka- 
lissugara, és a sík e fokalis- 
sugámak a kúpra vonatkozó 
poláris síkja.
síkokat fektetünk, hogy ama  
szögek sinusainak viszonya, 
melyet e síkok a felvett síkkal 
és egyenessel alkotnak állandó, 
akkor e síkok egy másodrendű 
kúpot burkolnak, melynek a fel­
vett sík egyik cziklikus síkja és 
az egyenes e síknak a kúpra 
vonatkozó polarissugara.
Speczialis másodrendű kúpokat meghatározó ft és d szögek 
között bizonyos relacziók vannak, s ezért a A és A' állandók is 
bizonyos specziális értékeket vesznek fel e kúpokra nézye. Erre 
vonatkozólag a következő érdekesebb eseteket találtam.
Ha a másodrendű kúp úgynevezett PAPPus-féle kúp, melynek 
alkotói tehát egy gömb egy főkörét a gömbnek egy pontjából pro- 
jicziálják, úgy d — 45°, tehát /'  =  1.
Az ú g y n e v eze tt  HACHETTE-féle kúpra vo n a tk o zó la g , m e ly  a 
PA PPus-félének recziprok k ú p ja , <ft =  45°, te h á t  A I. (A H a- 
CHETTE-féle k ú p  p l. akkép szá rm a zta th a tó , h o g y  egy e llip sz is  egy ik  
g y ú jtó p o n tjá b a n  az ellip szis sík jára  em e lt  m erő leg esen  o ly  p o n ­
to t  veszünk  fe l, m elyn ek  a m a  sík tó l m ér t tá v o lsá g a  az e llip sz is  
fé l-m e llé k te n g e ly év e l e g y e n lő ; az ellip szist e p o n tb ó l p ro jicz iá ló  
kúp HACHETTE-féle.)
A két tétel, melyet a A' és A speczialis értéke folytán nyerünk a 
következő:
«Mindama síkok, melyek egy 
egyenes és egy sík metszéspont­
ján keresztülmennek és amaz 
egyenes és síkhoz egyenlő szö­
gek alatt hajlanak, Pappus-féle 
kúpot burkolnak be.«
«Mindama sugarak, melyek 
egy egyenes és egy sík metszés­
pontján keresztül menve ezen 
egyenes és síkhoz egyenlő szö­
gek alatt hajlanak Hachette-féle 
kúpon feküsznek.«
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A jobb oldalon álló tétel még ekkép is kifejezhető :
«Mindama pontok, melyek egy egyenestől és egy síktól egyenlő 
távolságra vannak HACHETTE-féle kúpon feküsznek, melyre nézve 
a felvett egyenes fokális sugár». (A HACHETTE-féle kúpnak e szár­
maztatása egy parabolára emlékeztet, melynek pontjai egy ponttól 
és egyenestől egyenlő távolságra vannak.)
Az orthogonalis kúp alkotói egy kör pontjait oly M  pontból 
projicziálják, hogy egy kúpalkotó a kör síkjára merőleges. E kúp 
ip és # állandói között a következő relaczió vezethető le : * *
cotg2# — cotg2^  =  1.
Ha a kör középpontját a kúp csúcsával összekötő egyenes haj­
lásszöge a kör síkjához a, akkor a és # között e kúpnál még ily 
összefüggés van
2 cotg a =  tg 2 #.
És ha e két egyenletéből és a
A'2 =  1 -j- cotg2^  — cotg2^  tg2$
-bői a <f> és #-t kiküszöböljük, nyerjük a
c o s  a
kifejezést.
Az orthogonalis kúp recziprok kúpját pl. akkép származtat­
hatjuk le, ha egy parabola gyújtópontjában annak síkjára emelt 
merőlegesnek tetszés szerinti pontjából projicziáljuk a parabolát; 
e projicziáló kúp már a kivánt. E kúp állandói között fönáll a
tgV — tg2# =  i
re l acz ió . Ha  másrészt azt a szöget, a melyet a kúpcsúcsának a pa­
rabola vezérvonalával és gyújtópontjával összekötő sík és egyenes 
alkot tt-val jelöljük, akkor e kúpnál
2 cotg a =  tg 2 #.
* Schröter: Die Theorie der Oberflächen zweiter Ordnung; 68. oldal.
** Schröter : D. Th. d. 0 . z. O. 72. oldal.
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És ha ismét ezeből az egyenletekből a A2 =  1 -j-tg2# — tg2# cotg2^  
segítségével a # és cM kiküszöböljük, nyerjük a
cos «
kifejezést. Ennélfogva
«Ha egy sík és egy egyenes metszéspontján keresztül
oly síkokat fektetünk, hogy a 
szögek sinusának viszonya, me­
lyet e síkok a felvett egyenessel 
és síkkal alkotnak cos a, akkor 
e síkok orthogonalis kúpot bur­
kolnak be.»
oly sugarakat fektetünk; hogy a 
szögek sinusának viszonya, me­
lyet e sugarak a felvett síkkal 
és egyenessel alkotnak cos a, 
akkor e sugarak orthogonalis 
kúpnak recziprokus kúpján fe- 
küsznek.»
Az egyenlőoldalú kúpnak és recziprok kúpjának <p és t) állandói 
között a következő relácziók vannak: *
cotg2^ + co tg 2d —1. illetve tg2^ + tg 2/9 =  l.
Ebből az egyenlőoldalú kúpra és recziprok kúpjára levezethetők a 
A2 =  2, illetve A'2 =  2
relácziók.
Ennélfogva:
«Ha egyenes és sík metszőpontján keresztül oly
sugarakat fektetünk, hogy ama 
szögek sinusainak viszonya, me­
lyet e sugarak amaz egyenessel 
és síkkal képeznek =  \  2, akkor 
e sugarak egyenlőoldahi kúpon 
feküsznek.»
síkokat fektetünk, hogy ama 
szögek sinusainak viszonya, me­
lyet e síkok ama felvett síkkal 
és egyenessel képeznek =  \  2, 
akkor e síkok egyenoldalú kúp 
recziprok kúpjának érintősík­
jai.»
Meg akarjuk még jegyezni, hogy ha egyenlőoldalú hiperbola 
pontjait, egy oly egyenes tetszés szerinti pontjából projicziáljuk, 
mely az egyenlőoldalú hiperbolát metszi és annak síkjára merőleges,
* Schröter : D. Th. d. 0 . z. O. 80. és 87. oldal.
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akkor a projicziáló kúp egyenlőoldalú. Ha pedig parabola pont­
jait valamely egyenesnek bármely pontjából projicziáljuk, mely a 
parabola síkjára merőleges és vezérvonalát metszi, akkor a proji­
cziáló kúp az egyenlőoldalúnak recziprok kúpja (S c h r ö t e r ).
Lehet oly kúpot is találni, melynek a két íokális sugara és 
a két cziklikus síkja egymásra merőleges. Az ilyen másodrendű 
kúpnál
tg tp =  cotg Ö- =  Y  
és
A =  r  =  1 / 5 .
E kúpnak még az a jellemző tulajdonsága van, hogy ama szög 
tangense, melyet egy íokális sugár polársikjával, és egy cziklikus- 
sík polárissugarával képez =
Ebből következik:
«Ha valamely egyenes és sik hajlásszögének tangense és a sík 
és egyenes metszéspontján keresztül oly sugarakat (síkokat) fek­
tetünk, hogy ama szögek sinusának viszonya, melyet e sugarak 
(síkok) a felvett egyenessel és síkkal (illetve a síkkal és egyenessel) 
alkotnak \  j/"5, akkor azok oly másodrendű kúpnak alkotói 
(érintősíkjai), melynek fokálíssugarai és cziklikus síkjai merőlegesek 
egymásra».
Ha valamely ellipszis főtengelye két akkora mint a melléktengelye
és az ellipszis középpontjában az ellipszis síkjára emelt merőlege­
sen egy oly pontot veszünk fel, melynek távolsága az ellipszis sík­
jától b Y  2, akkor az ellipszist e pontból projicziáló kúp már olyan 
lesz, melynek fokalissugarai és egyszersmind cziklikus síkjai merő­
legesek egymásra.
Klug Lipót.
A BECQUEREL-SUG ARAKRÓL.
Az uránnak é s  v eg y ü le te in ek  azt a k ü lö n ö s  tu la jd o n sá g á t, h o g y  
o ly  tartós sugarakat löve ln ek  k i, a m elyek  a fén y k ép ező  lem ezre  h a t ­
n a k , továb b á  a le v eg ő t és  a g á zo k a t e lek trom os v ez e tő  k ép essé g g e l  
ruházzák fel, H. B ecquerel fed ez te  fel (1896) é s  «u rá n -su g á rz á s»- 
n ak  n evezte  e l. E n ev et k éső b b  e l k ellett e jten i, m er t k iderü lt, h ogy  
az uránon  k ív ü l m á s  ch ém ia i e lem ek  is v a n n a k  (így leg e lső  v o lt  a  
thorium ), a m ely ek  hozzá h a so n ló a n  v ise lk ed n ek . íg y  le tt  a z tá n  az 
u rán -su garak  n e v e :  «BscQUEREL-sugarak».
Az első kísérletek a következők voltak: B ecquerel többféle urán­
sót sötét helyen, vastag kettősfalú ólomládába zárt. Bizonyos idő­
közökben ólomkeretbe foglalt fényképező lemezt tett a ládába, 
anélkül, hogy abba a világosság behatolt volna; s mindannyiszor — 
még hat hó múltával is — a kémiai hatás épp oly erős volt, mint 
kezdetben. Ez oly tulajdonság, a mit eddigelé semmiféle foszfores- 
káló testnél nem vettek észre. Ha két, elektromossággal megtöltött, 
elszigetelt testet egymással szembeállítunk, úgy — száraz levegő 
mellett — a töltések hosszabb időn át alig változnak; de ha az el­
szigetelt testek közelébe urándarabot hozunk, a levegő vezetővé 
válik és a kisülés gyorsan bekövetkezik. A kisülés gyorsasága a kü­
lönböző uránvegyületeknél különböző volt, pl. a fémuráné három­
szor akkora volt, mint az uranyl-sulfáté.
Ez új sugarak, a melyeknek tulajdonságai a R ö N T G E N - s u g a r a k é i -  
val nagyjában megegyeztek, csakhamar az érdekes kísérletek egész 
sorát idézték elő. A kísérletek eredményeiből az tűnt ki, hogy az 
említett tulajdonságok nemcsak az uránnál, hanem mindazoknál a 
testeknél is előfordulnak, a melyek állandóan uránt, thoriumot tar­
talmaznak. Sőt ezekből oly testeket is készíthetni, a melyek ki­
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sugárzó képessége (radioaktivitása) a megelőzőékénél jóval na­
gyobb.
P. C urie  és felesége az urán- és a thorium-sugarak vizsgálásánál 
azt tapasztalták, hogy e fémekkel összeköttetésben valami anyag 
van, a melynek kisugárzó képessége nagyobb, mint maguké a fé­
meké. Hogy ezt az anyagot a joachimsthali (csehországi) pechblendé- 
böl* különválaszszák, ez utóbbit különböző savakkal kezelték, míg 
végre a radioaktiv-anyag — kevés bismuttal — visszamaradt. Még 
hatásosabb terméket kaptak, ha a pechblendét fölmelegitették s 
azután szublimálták. Ez eljárást többször ismételték, s végül oly 
anyaghoz jutottak, a melynek radioaktivitása 400-szór nagyobb 
volt, mint az uráné. Mivel az ismert elemek közül egy sem mutatott 
ily sugárzó képességet a CuRiE-pár azt következtette, hogy a pech- 
blendében egy, még ismeretlen elem van, a melynek analytikai tu­
lajdonságai a bismutéihoz közelállnak. Ez új elemet «polonium»- 
nak nevezték el.
A kísérleteket a két C urie ezután B émont társaságában folytatta 
s ugyanabban az uránérczben még egy második, szintén erősen ra­
dioaktiv anvagra akadtak, a mely a poloniumtól chémiai tulajdon­
ságaiban lényegesen különbözött. Noha ez anyag a baryumhoz ha­
sonló és színképe a baryuméval megegyezik, még sem barvum. 
mert hiszen a baryum nem lövel ki sugarakat. Kell tehát, hogy a 
pechblendében a baryummal rokon új elem legyen, a melynek ra­
dioaktivitása nagy. Valóban ismételt tisztítás útján ez új elem ki­
sugárzó képességét 900-szor nagyobbnak találták az uránénál. 
Az így kimutatott, de még külön elő nem állított elemnek «rádium» 
nevet adtak.
Ez új elem színképét E. D emarqay vizsgálta meg ponto­
sabban, s abban 3814'8 hullámhossznak (R ow land  mértéke sze­
rint) megfelelő elég nagy csíkot talált, a mely semmiféle ismert 
elemnek nem vonala. Ha a radium az uránnál csak 60-szor sugár­
zott erősebben, a csík alig volt észrevehető; de igen jól látszott, a
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* A «pechblende» nevet meghagytam, m int a melyet a Comptes ftendus- 
ban is igy használnak.
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mikor a további tisztítás folytán a radium radioaktivitása az uráné­
nak 900-szorosát érte el.
A pechblendéből alkalmas chémiai kezelés mellett I. Elster és
H. Geitel ólomszulfátot kaptak, a melynek radioaktivitása igen 
nagy volt, holott a tiszta ólomvegyületek hatástalanok. Még kitü- 
nőbb radioaktiv preparátumokat készített F. Giesel, a melyekből 
pl. 0 3  gramm súlyú üvegcsövecskébe beolvasztva, nappal is világít. 
Ő az uránsó-gyártás termékeiből legnagyobbrészt kénsavas baryt- 
ból álló anyagot választott ki, a mely erős BECQUEREL-sugarakat ló­
véit és a baivumplatincvanür-ernyőt foszforeskálásra késztette. Ez 
a preparátum a CúRiE-k által készített és rádiumot magában foglaló 
anyaggal azonos tulajdonságú volt, holott nem pechblendéből, ha­
nem egész más uránérczből készült.
Most már minden oldalról és a legkülönbözőbb irányban indul­
tak meg a kísérletek, hogy e különös sugarak sajátságait teljesen 
megismerjék.
így Becquerel további kísérleteiben kimutatta, hogy az urán­
sugaraknál nincs szabályos visszaverődés. Az ónból készült vájt 
tükör előtt levő uránlemez nem adott képet; de úgy látszott, mintha 
a tükör, főleg a széle, új sugarak forrásául szolgált volna. Innen 
van, hogy a besugárzott testek — mint azt Sagnac a Röntgen- 
sugaraknál is észrevette — másodrendű sugarakat látszanak ki- 
lövelni. A radiumkarbonat is lövel ki sugarakat, a melyek — ha 
különböző szög alatt esnek a fémlemezekre — ezeket fényképező 
hatással ruházzák fel. A besugárzott test közvetlen közelében — 
egy milliméterig -— annak másodrendű sugárzása jóval intenzivebb 
volt, mint az elsőrendű; ebből az következik, hogy a másodrendű 
sugarakat a levegő igen erősen nyeli el.
Ha a radioaktiv anyagot üveglap felé tartjuk, a mely alatt némi 
távolságban fényképező lemez van ; úgy az üveglap árnyékát a kép 
előhívása után fehér sáv alakjában találjuk meg a külső oldalon, 
s a sáv annál szélesebb, mennél vastagabb az üveglap. Hasonló 
jelenséget észlelünk, ha fosforeskáló test van az üveglap felett. Ily 
esetben az üveglap függőleges szélein az urán-sugaraknál is teljes 
visszaverődéssel egybekötött törésnek kellene lennie; de sem az
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üveg, sem az aluminiumhasáb még a legkisebb eltérítést sem tudták 
felmutatni.
A különböző anyagok sugarainak erőssége igen különböző, s 
azokat a testek igen egyenlőtlenül nyelik el. Az urán és a rádium 
oly sugarakat lövelnek ki, a melyeket majd minden test átenged ; 
de a polonium sugarait könnyen elnyelik. Papiros, csillám, kvarcz, 
mészpát a radium sugarait könnyen, a poloniuméit részint gyön­
gítve, részint éppen nem is engedik át. Vékony alumínium-lemezen 
áteső polonium-sugarak hatásosabbak voltak az uránéinál; de vi­
szont, ha 2 mm vastag aluminium-lapon engedjük át a sugarakat, 
úgy ezután most az uránéi lesznek radioaktívabbak a polonium 
sugarainál.
E m e  k í s é r l e t e i b ő l  B ecquerel a r r a  a  m e g g y ő z ő d é s r e  j u t o t t ,  h o g y  
e  k ü l ö n ö s  s u g a r a k  a  R ö N T G E N - s u g a r a k h o z  i g e n  h a s o n l ó k .  D e  n e m  
t u d t a  m e g m a g y a r á z n i  a z t  a  k ö r ü l m é n y t ,  h o g y  a z  u r á n  é s  r o k o n a i ­
n a k  k i s u g á r z á s a  —  m i n d e n  m á s  e n e r g i a  f e l h a s z n á l á s a  n é l k ü l  i s  
o l y  á l l a n d ó .  P e d i g  a  f é n y k é p e z ő  l e m e z r e ,  v a g y  a  p l a t i n - c y a n ü r -  
e r n y ő r e  v a l ó  h a t á s  e n e r g i a - f e l h a s z n á l á s t  k ö v e t e l n e k ,  s  e n n e k  f o r r á s a  
c s a k i s  a  s u g á r z ó  a n y a g  l e h e t .  S z e r i n t e  f ö l  k e l l  t e n n ü n k ,  h o g y  a z  
e m l í t e t t  a n y a g o k n a k  o l y  e n e r g i a - k é s z l e t ü k  v a n ,  a  m e l y e k e t  a z o k  
é v e k e n  á t  —  é s z r e v e h e t ő  a p a d á s  n é l k ü l  —  h a s z n á l h a t n a k .
Hogy az erősen radioaktiv testeknek indukáló erejük van, azaz 
hatástalan anyagokat hatásosakká tehetnek, azt a két Cur ie  bizo­
nyította be. íme, ez irányú kísérleteik: poloniumot és rádiumot 
tartalmazó anyagot vízszintes lapra poralakban hintettek el, e fölött 
néhány milliméter távolságban lebegett a kérdéses lemez, a melyet 
időről-időre eltávolítottak, és a melynek radioaktiv erejét a levegő­
vel közölt vezető képessége által határozták meg. E közben arról 
győződtek meg, hogy a hosszabb ideig kitett lemezeknek radio­
aktivitása a kitétel idejével nő, néhány óra múlva a növekedés 
csökken és egy bizonyos határhoz közeledik. Ha az indukált lemezt a 
radioaktiv anyagtól eltávolították, annak kisugárzó képessége több 
napon át megmaradt; majd a kisugárzás kezdetben gyorsan, az­
után mind lassabban fogyott, végre asymptotikusan látszott el­
tűnni.
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A mikor a kísérletekhez oly anyagokat használtak, a melyek radio­
aktivitása 5000—50000-szer nagyobb volt az uránénál, úgy az 
indukált kisugárzó képesség — azonnal megmérve — 1—15 urán­
erősség között váltakozott, a ráhatás megszűnte után három órával 
később pedig kezdeti értékének 12-edére szállt le. Indukált lemezek 
gyanánt zinkumot, alumíniumot, rezet, ólmot, platinát, bismutot, 
nikkelt, papirost, barium-karbonatot, bismut-szulfurt használtak.
A BECQUEREL-sugarak energia-forrását megismerni E l s t e r  és 
G e it e l  tűzték ki czélul. S ámbár kísérleteik eredményeivel az óhaj­
tott czélhoz el nem jutottak, mégis becses az anyag, a melylyel 
ismereteinket e téren gazdagították.
Egy ellipszoid-alakú, 300 gramm súlyú, körülbelül 7 cm hosszú, 
5 cm szélességű és U5 cm vastagságú joachirnsthali pechblendét 
használtak radioaktiv anyag gyanánt. Hogy a sugarak intenzitásában 
mesterségesen idézhessenek elő változást, az említett pechblendét 
evakuálható csőbe zárták, a melyből a sugarak alumínium-lemezen 
át a levegőre juthattak. Itt vizsgálták meg — a levegőnek különböző 
vezető képessége mellett — a fényképező lemezre gyakorolt hatásu­
kat ; s noha a csőben a levegőt a legnagyobb mértékben megritkítot­
ták : a sugárzás intenzitásában semmiféle változást nem vettek észre. 
Ugyancsak változatlan maradt a pechblende sugárzó energiája, a 
mikor a kísérleteket a clausthali bánya (Harz-hegység) aknáiban 
800 méter mélységben végezték. Elesik tehát az a nézet, mintha a 
radioaktiv testek a térben már meglevő sugarakat elnyelnék s ezek­
nek energiáját BEcyuEREL-sugarak energiájává alakítanák át.
A k k o r  s e m  v á l to z ik  a  BEC Q U ER EL-sugarak i n t e n z i t á s a ,  h a  a  r a d i o ­
a k t í v - a n y a g r a  k a th ó d - s u g a r a k  e s n e k ,  n o h a  a z  uránvegyűletek — 
k a th ó d - s u g a r a k  h a t á s a  a l a t t  R ő N T K E N -su g ara k a t lö v e ln e k  k i. 
E l s t e r  é s  G e it e l  u r a n y l - k a l iu m s z u l f a to t  k a t h ó d - s u g a r a k  h a t á s a  a l a t t  
l é g r i t k í t o t t  t é r b e n  h o z ta k  é l é n k  f o s z f o r e s k á lá s b a ,  s  a n n a k  a  f é n y ­
k é p e z ő  l e m e z r e  v a ló  h a t á s á t  a  s z a b a d  le v e g ő n  v iz s g á l t á k  m e g : a  h a ­
t á s  m o s t  is  u g y a n o ly a n  v o l t ,  m i n t  a  f o s z f o r e s k á lá s  e lő t t .
A m á g n e s e s  m e z ő n e k  h a t á s á t  a l e v e g ő n e k  - -  a B EC Q U ER EL-sugarak 
á l t a l  e lő id é z e t t  —  v e z e tő k é p e s s é g é r e  E l s t e r  é s  G e it e l  v iz s g á l t á k  
m e g ,  s e czélra —  m iv e l  a m á g n e s e s  h a t á s h o z  s z ü k s é g e s  a l a c s o n y
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gáznyomásnál az uránsó kisugárzó képessége nern elég nagy — 
G ie s e l -féle preparátumot használtak, a melyet platina-csészécskébe 
tettek. Ez utóbbi egyúttal elektród gyanánt szerepelt s a másik 
elektród vele szemben 2 cm távolságban volt. Mindkét elektródot 
üvegburába helyezték el, a melyben a levegőt körülbelől 1 mm 
nyomásra ritkították meg. A platina-csészécskét 500 Voltra töl­
tötték meg. Az elektromosságnak a kisugárzás befolyása alatt ke­
letkező átmenetét a két elektród közt, egy — a második elektróddal 
összekötött elektroskoppal figyelték meg. Ha most egy patkós 
elektromágnest úgy alkalmaztak, hogy a sarkokat összekötő egyenes 
iránya a csészét és elektródot összekötő egyenes irányára merőleges 
volt, úgy a mágnes hatásakor az aranylemezkék mozgása jelenté­
kenyen lassúbbodott. E szerint a mágneses mező — körülbelől 1 mm 
nyomásnál — a levegőnek említett vezetőképességét kisebbíti.
Ismeretes, hogy ha az elektromos megosztó-gép sarkai közt 
szikra-áramot ütünk át és ha a negativ elektródul használt amal- 
gamált zinkum-korongra ibolyántúli sugarakat vetünk : úgy a szikra­
átmenet azonnal megszűnik és helyette auroleás kisülés áll be. 
A fény e hatását ama körülménynek tulajdonítják, hogy az ibolyán­
túli sugaraknak a zinkum-korongra való hatása a levegőben ne­
gativ megtöltött részecskéket: «jönokat» létesít. A B e c q u e r e l - 
sugarak hatása alatt a levegő kétszeresen jonizálódik, mert benne 
pozitív és negativ jónok keletkeznek, még pedig egyenlő mennyi­
ségben. E l s t e r  és G e it e l  azt találták, hogy az említett tünemény­
nek B e c q u e r e l -sugarakkal való előidézésénél negativ elektród gya­
nánt nemcsak zinkum, hanem bármely más fém is szerepelhet; 
továbbá, hogy a kisülés neme megváltozik.
I  m e g o s z tó - g é p n e k  n e g a t iv  s a r k á v a l  m in te g y  10 c m  á tm é r ő jű ,  
t e t s z ő l e g e s  fé m b ő l k é s z ü l t  s  e ls z ig e te l t  K  k o r o n g  á ll  ö s s z e k ö t te t é s b e n  
{1. á b r a ) .  E zze l s z e m b e n  k b . 1 c m  á t m é r ő j ű  A a n ó d g ö m b  v a n .  Mi­
h e ly e s t  fío2 r a d i u m p r e p a r a tu m m a l  a n n y i r a  k ö z e le d ü n k  a  s a r k o k h o z ,  
h o g y  a n n a k  BECQUEREL-sugarai A é s  K  k ö z ö t t  k e r e s z t ü lh a t o lh a t n a k ,  
a  s z ik r a -  v a g y  n y a lá b k i s ü l é s  r ö g tö n  m e g s z a k a d .  De a  s ö t é tb e n  l á t ­
h a tó ,  h o g y  az  e m l í t e t t  s u g a r a k  h a t á s a  a l a t t  a  s z ik r a k i s ü le s  a u r o -  
l e á s b a  m e g y  á t  é s  a z  A g ö m b ö t  i b o ly a s z í n ű  a u r o l e á s  s a p k a  fe d i  b e .
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Megszűnik az auroleás kisülés, ha a sugárzás hatását a sarkokon 
0 0  1 mm vastagságú ólomernyővel megakadályozzuk, hogy he­
lyet adjon az előbbi kisüléseknek. Ha a kathód felületét megnagyob­
bítjuk úgy, hogy a fémkorong helyébe 25—30 cm átmérőjű fél­
vezető kartonlapot teszünk: a B e c q u e r e l -sugarak hatása a nyaláb­
kisülésre oly erős lesz, hogy a távolság i?2 és K  között az egy métert 
s meghaladhatja; sőt a preparátum még a kartonlap mögé R t-be 
s tehető. Ha a radioaktív-anyagot 6 mm falvastagságú ólom­
szekrénybe zárjuk el, a fenti jelenség csak akkor szűnik meg, a mi­
kor Re, és K  távolsága 25—25 cm.-nél nagyobb.
I. ábra.
Nem kevésbbé érdekesek azok a mélyreható vizsgálódások, a 
melyeket E. R u t h e r f o r d  az uránsugarak* elektromos hatásainak 
megismerése szempontjából végzett, és az a sajátszerü egyéni fel­
fogás, a melylyel e jelenségeket megmagyarázni iparkodik.
Hogy az urán-sugarak a gázokat vezetőkké teszik, azt R u t h e r f o r d  
a következő kísérletekkel mutatta ki. Két egyközű, 20 négyzet­
centiméteres szigetelt zinkum-lemezt, A  és B  (2. ábra), egymástól 
4 cm távolságban, vízszintesen szilárdan erősített meg. Az alsó 
zinkum-lemezt egy 50—200 voltos E  galvántelep egyik sarkával, a 
felsőt G elektrometernek egyik kvadráns párjával kötötte össze, a 
másik kvadráns-párt és a telep másik sarkát a földbe vezette (F). 
Ha most az alsó lemezre fémuránból vagy valamely vegyületéből
R utherford m in d e n ü tt  «u rán-sugarakat# , «urán-sugárzást#  em lít.
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egyenletesen eloszlott U réteget helyezett, úgy a két lemez közt 
levő levegő vezetővé válik, a mit az elektrometer kiütése muta­
tott ki.
R u t h e r f o r d  azt találta, hogy az uránréteg felett elhelyezett fém­
lapocskák a sugarak egy részét elnyelték és a kiütést kisebbítették. 
És pedig, ha a fém vastagsága aritmetikai haladványban nő, a 
levegőnek — az urán-sugarak által okozott — vezetőképessége geo­
metriai haladvány arányában fogy. Ha több vékony aluminium- 
lemez van egymás felett, úgy az elnyelés az előbbi törvénynek meg-
felelőleg csak bizonyos meghatározott számig következik be. így 
0'005 mm vastag lemezekből négy a sugárzás értékét egy húszadra 
szállította le, míg az 5-ik s a következő jóval megkisebbítette. E kö­
rülményből R u t h e r f o r d  azt következtette, hogy az urán-sugarak 
két különböző részből vannak összetéve : egy könnyen elnyelhető 
részből, az «a-sugarak»-ból és egy áthatóbb részből a «ß sugaraké­
ból. A ß-sugarak meglehetősen homogének, s a különböző anyago­
kon könnyebben haladnak át, mint az a-sugarak. Valamennyi urán- 
vegyület kibocsátja mind a két sugárnemet. Az a-sugárzás erőssége 
leginkább az uránvegyületek felületétől, a ß-sugärzäs pedig a réteg 
vastagságától is függ. A különböző urán-sóktól kilövelt sugarak —
Mathematikai és Physikai Lapok. IX. 26
2. ábra.
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erősségüket illetőleg - egymással nehezen hasonlíthatók össze, 
mert itt irányadó a sónak a sugárzó rétegben való eloszlási módja. 
Rutherford azt hiszi, hogy a pechblendének rendkívüli nagy ki­
sugárzása, a melynek okát a C x m i E - p á r  új elemekben kereste, csakis 
a finom anyag eloszlásától ered.
A radioaktiv anyagnak a fényképező lemezre való hatása meg­
egyezik azzal, a melyet a kizárt a-sugarak behatása mellett nyer­
hetni; így valószínű, hogy a fényképező hatás főleg a ß-sugaraktöl 
ered.
A különböző fémek átbocsátó képességét is megvizsgálta Ruther­
ford, s a következőket találta: Az aluminium a ß-sugarakat száz­
szorta könnyebben bocsátja át, mint az a-sugarakat. Az aluminium, 
réz, ezüst, platina elnyelőképessége a ß-sugarakat illetőleg az atom­
súlyokkal arányos. A ß-sugärzäs áthatoló ereje körülbelől ugyan­
olyan, mint egy közepes Röntgen-csőő, de kisebb, mint egy ú. n. 
«kemény» Röntgen-cső sugárzásé. Az a-sugarakat a sók könnyeb­
ben nyelik, mint egy közönséges csőnek X-sugarait, így tulajdon­
ságaikban inkább megegyeznek a Sagnac által leírt «secundär»- 
sugarakkal. Kérdés, az a-sugárzás nem-e secundár-sugárzás, a me­
lyet az eredeti ß-sugarak az uránréteg felületén idéznek elő ? Az 
urán-sugarakhoz hasonló tulajdonságot mutatnak a thoriuméi is, 
a melyek szintén két különböző fajtából állanak, de a kétféle a-sugár 
áthatoló ereje nem egyenlő.
Az urán-sugarakat a megfelelő sűrűségű gázok elnyelik és pedig 
legcsekélyebb mértékben a hydrogen, legjobban a szénsav. A sugár­
zás erősségét értékének telére szállítja le egy 3 mm-es szénsav-, 
4‘3 mm.-es levegő-, 7’3 mm-es világító gáz-, 16'3 mm-es hydrogen- 
réteg. Az elnyelés a nyomással arányosan nő.
Az elektromosság vezetése, a melyet az urán-sugarak a gázok­
ban hoznak létre, eleinte a nyomással nő, később lassabban mint 
a nyomás. Az arányosság a vezetés és a nyomás közt legszabályosabb 
a hydrogénnél, legkevésbbé az a szénsavnál. A különböző gázok 
vezetőképességének viszonya még az elektródok egymástól való 
távolságától is függ.
Az urán-sugarak kisütő képességének meghatározására Ruf h e h -
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f o r d  a következő berendezést használta: A gazometerből A gyapot 
dugón át — a mely a levegő porát felfogja — levegő ömlik B és C 
fémcsövekbe (3. ábra), a melyeknek a földdel való összeköttetése 
E ben  van. A C csőben két Ej és E 2 elektród egymás után nyúlik 
be, a melyek egy elektrometer kvadránsával vannak összekötve. Az 
egyik elektród 30 Volt töltést kapott. A 4 cm átmérőjűi?-cső belső 
falát finoman eloszlott U urán-anyag borította. Ha most a levegő 
csakis a második csövön áramlott keresztül, úgy az elektrometer 
semmi változást nem mutatott; de folyton csökkent a töltés, ha a 
légáram előbb az urán-csövön haladt át és pedig mindaddig, míg 
az elektródok kisültek.
A levegőben az urán-sugarak hatása alatt jónok képződnek, de 
azok nemsokára újból egyesülnek s a kisütő képesség alább hagy.
Az idő, a mely alatt az jónok felerészben egyesülnek — R u t h e r ­
f o r d  szerint — 1*3 másodperezre rúg és az újból egyesülés a gáz­
ban levő iónok számának négyzetével arányos. Kísérletei továbbá 
még azt is mutatták, hogy az jónok sebessége úgy a R ö n t g e n - , mint 
az urán-vezetésnél megegyezik. A negativ jónok sebessége valamivel 
nagyobb a positivokénál.
R utherford  megvizsgálta az urán-sugarak befolyása alatt álló 
elektromotoros erő és áramerősség kölcsönös vonatkozását s ered­
ményei a következők: Ha az elektromótoros erő csekély, úgy annak 
növekedésével az áramerősség az Ohm törvényének közelítően meg- 
felelőleg nő; de ha az elektromótoros erő nagy, akkor az áramerősség 
növekedése csekély. A hydrogen és szénsavnál az áram már igen cse­
kély elektromótoros erőnél eléri végleges erősségét. Az uránlemez
26*
3. ábra.
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pozitív vagy negatív töltése jelentékenyen befolyásolja az áram­
görbék menetét. A gázok csekélyebb nyomásnál könnyebben elérik 
az áramerősség végleges értékét, mint a magasabbnál.
A hőmérsékletnek a befolyását a kisugárzás intenzitására leg­
először E l s t e r  és G e it e l  tanulmányozták, majd később 0 . Bm- 
r e n d s e n , M e y e r  és S c h w e i d l e r . Közülök csak B e h r e n d s e n  mutatta 
ki a hőmérséklet hatását, a többiek kísérleteiből semmiféle befo­
lyásra nem lehetett következtetni.
Hogy a mágneses mezőnek a BECQUEREL-sugarakra van hatása és 
hogy a különböző radioaktív testek a mágneses mezőben különböző­
képen viselkednek, azt Giesel, Meyer és Schweidler, Becquerel, a 
két Curie mutatták ki. S épp ez a körülmény az, a mely hatá­
rozottan a mellett bizonyít, hogy a BECQUEREL-sugarak tulajdonságra 
nézve a kathód-sugarakkal legnagyobb mértékben megegyeznek. 
Mivel pedig a radium-sugaraknak két, egymástól jól megkülönböz­
tethető sugara van, t. i. a mágneses mező által eltéríthető sugarak 
és az el nem téríthetők: a radium-sugarai közül azok a részek 
egyeznek meg a kathód-sugarakkal, a melyeket a mágneses mező 
eltérít. De ha a mágneses mező által eltéríthető sugarak tulajdon­
ságai a kathód-sugarakéival csakugyan azonosak, úgy amazoknak 
is negatív elektromos töltésüeknek és az elektromos mező által 
eltéríthetőknek kell lenniök. Az elsőt a CuRiE-p.ár, az utóbbit 
Becquerel mutatta ki.
Ám lássuk az idevágó kísérleteket.
P. Curie a különböző eltérítés nagyságát is megmérte a követ­
kező berendezéssel. A radioaktiv anyagot ólomtömeggel vette 
körül, úgy hogy az sugarait csakis egy irányban, a kondenzátor 
lemezei közé lövelhette. E lemezek egyike az elektromos forrással 
van összeköttetésben és állandóan 500 Volt potencziál töltésű; a 
másika az elektrometerhez vezet. A BECQUEREL-sugarak a levegőt a 
kondenzátor lemezei között vezetővé teszik, minek folytán áram 
keletkezik s annak intenzitása az elektrometeren lemérhető. Ha 
most a sugarakat az elektromágnes hatásának teszszük ki, azok 
eltéríttetnek és az áram megszűnik.
Az eltérítés a radioaktiv testeknek a kondenzátortól való távol­
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ságától függött. Ha a kettő között a távolság elég nagy, kb. 7 cm 
volt, akkor egy 2500 C. G. S. egységű mágneses mező a konden­
zátorhoz érkező összes sugarakat eltérítette. De mikor az említett 
távolság 7 cm-nél kisebb volt, akkor a mágneses mező a sugarak­
nak csak egy részét térítette el és pedig annál kevesebb részt, 
mennél kisebb lett a távolság, még akkor is, ha a mágneses mező 
erőssége 7000 egységre emelkedett. P. Curie egyik kísérlete alapján 
a következő sorozatot állította össze : Jelöljük 100-zal azt az ára­
mot, a melyet a BecQUEREL-sugarak az elektromágnes befolyása nél­
kül keltenek, akkor a mágneses mező hatása alatt, ha a távolság 
cm-ekben :
7*1, 6-9, 6-5, 6-0, 5-1, 3*4;
az el nem térített sugarak által keltett áram megfelelőleg :
0, 0, 11, 33, 56, 74.
Ez utóbbi számok egyúttal az el nem térített sugarak százalékait is 
kifejezhetik.
De P. Curie nem csak azt mutatta ki, hogy a BECQUEREL-sugarak 
két részből állanak, ű. m. a mágneses mező által eltéríthető és el 
nem téríthető sugarakból, hanem azt is. hogy az eltéríthető suga­
rak áthatoló képessége a legnagyobb. Mert az alumíniumon vagy 
fekete papiroson átbocsátóit összes sugarak eltéríthetők voltak, 
e szerint az el nem téríthető sugarakat az aluminium és a fekete 
papiros elnyelték. A kondenzátor nagyobb távolságnál elég egy 
0 01 mm-es aluminium lemezke, kisebb távolságnál pedig két ilyen, 
hogy az el nem téríthető sugarakat kizárja.
A mágneses mező által el nem téríthető sugarakat behatóbban 
Sklodawska Curie tanulmányozta. E czélra főleg a polonium suga­
rait használta fel, a melynél azt találták, hogy csak el nem téríthető 
sugarakat lövell ki. A két különfajtájú sugár közt a különbség leg­
inkább abban nyilvánult, hogy a különböző testeken különbözőkép 
hatolnak át. Míg ugyanis az elnyelési együttható az eltéríthető 
sugaraknál csökkent, vagy állandó is maradt, a mikor a test vastag­
sága — a melyen a sugarak áthatoltak — növekedett; addig az e 
nem téríthető sugaraknál az elnyelés annál könnyebben történt,
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mennél nagyobb volt az illető anyag vastagsága. Továbbá az el 
nem téríthető sugarakat az alumíniumlap annál erősebben nyelte 
el, mennél nagyobb volt távolsága a radioaktív testtől.
Az el nem téríthető sugaraknak egyenes irányú terjedését 
B e c q u e r e l  mutatta a következő kísérlettel: A poloniumot kemény 
papírból készült igen keskeny csatornába helyezte, úgy hogy itt csak 
egyenes vonalú kisugárzás történhetett. Ezzel egyközűen 4'9 mm 
távolságban 1*5 mm átmérőjű rézsodrony feszült, a melylyel szin­
tén egyközűen 8'65 mm távolságban a fényképező lemez volt. Tíz, 
percznyi kitétel után megjelent a sodronynak geometriai árnyéka a 
megfelelő méretben és mindkét oldalon a keskeny félárnyék. 
A tüneményt nem változtatta meg a közbe helyezett kettős alu- 
minium-lap sem.
Azoknak a radium-sugaraknak tulajdonságait, melyeket a mágne­
ses mező eltérít és a melyek fekete papiroson áthatolnak, B e c q u er e l  
a következőknek találta: A levegőnek e sugarak terjedési sebes­
ségére nincs befolyása, mert a mágneses eltérítés a légüres térben 
és a levegőben teljesen megegyező. A rádiumnak különböző sói 
egyenlően eltéríthető sugarakat lövellnek ki, tehát egyforma ter­
mészetűek s egymástól csak intenzitásukban különböznek. Azok a 
sugarak, a melyek valamely egyenletes mágneses mezőre merő­
legesen terjednek tova, zárt pályát írnak le s e pálya a kilövellési 
ponthoz tér vissza. Az eltéríthető sugárnyalábot a mágneses mező 
kisugárzásszerüleg szórja szét oly görbékben, a melyeknek görbületi 
sugarai külünbözők; de különböző a rácsokon keresztül való elnye­
lés is, még pedig változik a rácsok természetével és helyzetével.
Hogy a rádiumnak eltéríthető sugarai — épp úgy, mint a kathód- 
sugarak — negativ elektromos töltésüek, azt a CuRiE-pár mutatta 
ki. Mivel a radium-sugarak elektromos töltése jóval kisebb, mint a 
kathód-sugaraké, azért e töltés kimutatására a levegőt távol kell 
tartani, a mit vagy az által érhetni el, hogy teljesen légüres teret 
használnak, vagy hogy a sugarakat elnyelő vezetőt jó szigetelő közé 
foglalják be. A két C u r ie  ez utóbbi eljárást választotta; kísérletük­
ben az M M  fémkorong, a melyet C fémnyél az elektrometerrel köt 
össze, D D D szigetelő anyagba teljesen beleillett (4. ábra). Az egész.
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szerkezetet B  B B  fémburok veszi körül, a mely a földdel vezető 
összeköttetésben van. Az M M korong egyik oldalán S  S  szigetelő 
és a fémburok igen vékonyak. Ezt az oldalt tesszük ki az A A ólom- 
vályúba helyezett radioaktiv B  bariumsó kisugárzásának. A radium 
által kilövelt sugarakat, a melyek a külső fémburkon és S S  vékony 
szigetelő lemezen áthatolnak, MM  vezető-korong elnyeli, s így az a 
folyton képződő negativ elektromosságnak székhelyévé válik. Ez 
elektromosság az elektrometerrel azután könnyen lemérhető. Ter­
mészetesen az így nyert áram igen gyönge volt. A CraiE-pár nagy 
radioaktivitású chlorbariummal, a melynek alja2‘5cm2 és vastagsága 
0 '2  cm volt, mindössze is 10-11 Ampére-es áramot kapott, minek-
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4. ábra.
utána az M M korong által elnyelt hatásos sugarak O'Ol mm vas­
tag alumíniumon és 0 3  mm-es eboniton hatoltak át. Az eredmény 
akkor sem változott, a mikor M M fémkorong gyanánt egymásután 
ólmot, rezet, zinkumot; szigetelő gyanánt pedig ebonitot és paraffint 
alkalmaztak.
Majd megfordítottan is végezték kísérletüket, t. i. az ólomvályút 
a szigetelő közepébe helyezték s ezt kötötték össze az elektrometerrel. 
A szigetelőt újból fémkerettel vették körül, a melyet a földdel 
kötöttek össze. Az elektrometer most pozitív elektromosságot muta­
tott, még pedig épp oly nagyságút, a minő az első kísérlet negatív 
töltése volt. A radium-sugarak tényleg áthatoltak a szigetelő S  ,S 
vékony lemezén, a belső vezetőt elhagyták és negatív elektromos­
ságukat magukkal vitték.
Valóban szép kísérlettel mutatta ki Becquerel a radium-sugarak
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eltérítését az elektromos mezőben. Két négyszögletes és 3'45 cm. 
magas rézlapot függőlegesen erősített, meg s közöttük 1 cm vastag 
levegő réteget hagyott. Ez intervallumban mérte aztán az elektromos 
mezőt a két lap poteneziál különbsége által. Az egyik lapot a föld­
del, a másikat a statikai elektromosság forrásával kötötte össze. 
Fődolog itt az volt, hogy igen keskeny sugárnyalábot állítson elő. 
E végből egyik kísérleti sorozatában a radioaktív anyagot kis ólom­
edénybe helyezte, a melyet kb. P5 mm. nyílású ólomlappal fedett 
be; egy másik kísérleti sorozatban a radium-sót egy egyenes vonalú 
1 mm széles vályúba hintette s az egész szerkezetet kis ólomtuskóba 
foglalta. Minden alkalommal a sugárforrás a két lap alatt foglalt 
helyet úgy, hogy a hatásos sugárnyaláb pontosan a két rézlap 
között ment keresztül s az azok felett P2 cm nyíre levő, fekete 
papirosba burkolt fényképező lemezre esett. E lemezen közbe­
iktatott finom fémdrótok árnyékuk által pontos jeleket adtak. Arról, 
hogy a negativ elektromozott lapok a radium sugárnyalábot eltérítik, 
azonnal meg lehetett győződni. Nehézséget az eltérítés megmérése 
okozott. E czélból egy igen keskeny, jól szigetelő ernyőt helyezett a 
fényképező-lemez elé merőlegesen, a mely a lemezre egyenes, igen 
keskeny árnyékot vetett. Ez ernyővel sikerült az előbb említett 
1 mm. széles nyíláson kilövellt sugárnyaláb irányát követni; a 
mennyiben az csak akkor volt az ernyő mindkét oldalán egyenlő, 
a mikor semmiféle eltérítés nem történt. Ellenben, ha a sugárnya­
lábot egyik irányban térítette el, annak egy részét az ernyő elfödte 
és ez árnyékot vetett a fényképező lemezre. Ez árnyék iránya 
határozta meg egyúttal az eltérítés irányát. Becquerel kísérleteit 
P02.1012 és P29.1012 C. G. S. intenzitású elektromos mezőkben 
végezte és P02.1012 C. G. S. intenzitás (10,200 Volt a két lap közt) 
mellett a radium-sugarak kb. 0’4 cm eltérítést mutattak.
Irodalom. H. Becquerel munkálatai, Gomptes Rendus 1896— 
1900. — O. Behrendsen-ö, Wiedemann Annalen d. Ph. u. Ch. 
1899. — G. Bémont-ó, G. R. 1898. — P. és S. CuRiE-é, C. R. 
1898—1900. -  E. Demarqay-0, C. R. 1898. — J. Elster és
H. Geitel-ó, Wíed. Ann. 1898—1899. és XI. Jahresb. d. Vereins 
f. Naturwissensch. in Braunschweig 1898- 1899. — F. Giesel-ó,
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Wied. Ann. 1899. — S t . Meyer és E. v. Sch\veidler-0, Wiener 
Akad. Anzeiger. 1899—1900. — E. Rutherford-0, Philosophical 
Magazine. 1899. — G. G. ScnMinr-é, Wied. Ann. 1898. -Általános 
ismertetések: Naturwissenschaftliche Rundschau. 1896— 1900. — 
Revue générale des Sciences. 1896—1900. — Zeitschrift f. d. phys. 
u. chem. Unterricht. 1897. 1899. 1900. évfolyamaiban.
Szekeres Kálmán.
A Mathematikai és Physikai Társulat VI. és VIL 
tanulóversenye.
A T ársu lat VI. tanu lóversen ye 1899. évi október 14-én  tartatott m eg. 
Á ltalános lefolyásáról é s  eredm ényéről b eszám olt már a 7 . rendes köz­
gyűlés titkári jelentése (IX. évf. 247. lap), úgy hogy e h elyen  teljesség  ked­
véért csup án  a bíráló b izottság jegyzőkönyve közlendő :
A beérkezett dolgozatokat a Math, és P hys. Társulatnak K önig Gyula 
elnök lete alatt Bartoniek G éza, Beke Manó, Eberling József, K övesligethy  
P.adó, K ürschák József, R a d o s Gusztáv, R átz László, S zek eres Kálmán és  
Szíjártó M iklós tagokból á lló  bizottsága átvizsgálta és egyh an gúlag  azt h atá ­
rozta, h ogy  az első díjat K ornis ÖDÖNnek, a pécsi főreáliskola és Maksay 
Zsigmond tanár növen dékének  Ítéli, a ki m ind  a három feladványt röviden és 
világosan oldotta m eg és ez ze l m athem atikai képességének  szép  jelét adta.
A m áso d ik  díjat Spiczer Ö dön  a b u d ap es ti VIII. kér. fő reá lisk o la  és Kopp 
L ajos t a n á r  n ö v e n d ék é n ek  Ítéli a bizottság , a  k i sz in tén  m e g o ld o tta  m in d  
a h á ro m  feladványt, h a b á r  a  fog a lm azásáb an  n e m  fejtett ki k e llő  szab a to s­
ságot.
E k é t ju ta lm a z a n d ó n a k  Í té lt dolgozat m e l le t t  d icsére tre  m é l tó n a k  ta rtja  
Devecis d e l  Vecchio Mihály do lgozatá t, a  ki a  h a rm a d ik  fe la d a t m eg o ld ásá ­
b an  m u ta to t t  ügyességet.
B udapest, 1899 október 2 5 -én .
Szíjártó Miklós, m int előadó. König Gyula, biz. elnök.
*
A M ath, és Phys. T ársu lat VII. tanulóversenyét f. évi ok tóber hó 13-án  
tartotta m eg  egyidőben B u dap esten  és Kolozsvártt. Am ott 5 3 , itt 5 tanuló  
je len t m eg, a ki a versenyb en  részvételének jogosultságát érettség i b izo­
nyítványnyal igazolta.
A téte lek  a következők voltak :
I. L egyenek  a, b, c, d é s  m  oly egész szám ok , hogy
am1 + bm*+cm 4- d
VI. ÉS VII. TANULÓ-VERSENY. 35->
osztható  5-tel, de ‘d n em  osztható 5 -te l. B ebizonyítandó, h ogy  akkor m in ­
d ig  található oly n  egész szám , hogy
dns+cri‘+ bn+ a
s z in t é n  o s z t h a t ó  5 - t e l .
II. M egszerkesztendő az ABC három szög , ha adva van az AB oldal,, 
továbbá a három szög oldalait érintő n ég y  kör közül annak a kettőnek  
sugara, m elyek az AC és BC oldalakat belü lről érintik.
III. Egy 3 0 0  m . m agas szikláról egym ásu tán  szabadon leesik  két víz­
csepp. Az első m ár m m -t esett, m ikor a m ásodik m egk ezd i esését. 
H ány m m -nyire lesz egym ástól a két v ízcsepp  abban a p illan atb an , m ikor 
az e lső  a sziklának talpához ér ? (Az eredm ény jq m m -n y i pontosságig  
szám ítandó ; levegő e llen állása  stb. nem  veen d ő  tekintetbe).
A verseny m indkét h elyen  zárt h ely iségb en , a Társulat nagyszám ú ér ­
deklődő tagjának felü gyelete alatt m en t végbe. Folyam atában sem m in em ű  
szabálytalanság n em  fordult elő, a m iről a helyszínen  felvett jegyzőkönyv  
tanúskodik. A versenydolgozatok elkészítésére engedélyezett n ég y  óra alatt 
B udapesten  30, K olozsvárit egy dolgozat sem  adatott b e. A  jelentkezők  
összes szám a a m últ év ihez négygyei, a beadott dolgozatok szám a ellenben  
1 1 -gyei csökkent.
A  v e r s e n y e n  k é s z ü l t  d o lg o z a to k  a z  e l l e n ő r z ő  ta g o k  f e lü g y e l e t e  a la tt  l e ­
p e c s é t e l t e l e k  s  e lb ír á lá s u k r a  a z  e ln ö k s é g  K önig  G yula  e l n ö k l e t e  a la tt  t í z ­
t a g ú  b iz o t t s á g o t  k ü ld ö t t  k i, m e ly n e k  j e l e n t é s e  a  k ö v e tk e z ő  :
A z idei dolgozatok, n oh a  a feladatok n em  voltak n eh ezeb b ek , m int az  
előző években , sőt részben  m ég könn yeb bek  voltak, n em  ütik m eg az 
edd ig  alkalm azott m értéket, a m en nyib en  az eddig jutalm azott versenyzők, 
bár részben  fogyatékosán, de m ind a h árom  feladatot m egoldották. É ppen  
ezért a bíráló bizottság (m elyben az alólirottakon kívül E b er lin g  József, 
K övesligethy B adó, K ürschák József, R ados Gusztáv és S zek eres Kálm án  
vett részt) első díjat egy  versenyzőnek sem  vélem én yez. Juvantz Irén é s  
S m od ics Kázm érnak azonban, m ivel két feladatot m egoldottak , egy-egy  
m ásodik  díjat javasol odaítéln i.
B udapest, 1900 n ovem ber 1-én.
Szíjártó Miklós, m int előadó. König Gyula, biz. elnök.
E je len tést a választm ány egyhangúlag m agáévá téve, elhatározta, hogy  
Jdvántz Irén, a nyíregyházi ág. ev. főgym nasium  és M észáros F erencz tanár  
n öven dékének  és S m od ics Kázmér, a veszprém i főgym nasium nak  és Eber- 
haldt B éla, Takács József és Balog Sándor tanárok n öven dékének  egy-egy  
m ásodik  br. Eötvös-díjat Ítél oda.
Ebből kifolyólag báró Eötvös Loránd elnök a két díjat a  Társulatnak
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novem ber 8-án  tartott e lső  rendes ü lésén  buzdító, a nyertesek  volt tanárait 
is  k itüntető szavak k íséretében  adta át.
Az ü n n ep i hangulatba azonban fájdalm as érzés is vegyült. Az első 
tanu lóverseny nyertesét két évvel ezelőtt kellett elsiratnunk, és szom orú  
véletlen  úgy akarta, hogy éppen  a díjat odaítélő  ü lés elő tt hozták m eg a 
tavalyi verseny  első n yertesén ek , Kornis Ö dön  elhunyténak  hírét. E lnök  
m élyen  átérzett szavakkal em lékezett m eg a  fiatalon elköltözött társainkról.
Az ü lés érdekét fokozta, hogy ezúttal Z em p lén  Győző és V isnya Aladár, 
a III. tanu lóverseny n yertesei tartottak előadást physikai és m athem atikai 
-önálló kutatáson alapuló tárgyról.
A Mathematikai és Physikai Társulat VI. versenyén 
b. Eötvös-díjjal jutalmazott dolgozatok.*
1. K om is Ödön dolgozata.
1. Az A lt A2, As, Ait A5 pontok az eg y ség n yi sugarú kört 5  egyenlő  
részre o sztják ; bizonyíttassék  be, hogy, h ogy  az A1A,1 és A j l s húrok kö-
i / 5 — 1
T udván m ár m ost, h ogy  sin  18° = -----^ a 2 -szeres szög  függ­
vén yeit ism eretes kép letek  segélyével m eghatározhatom  s a  nyert szám ­
értékeket a)-ba téve, n yerem  a m űveletek végzése után:
A~Ä2 . A lAa =  |^ 5  
( I ^ 4 3 . A~Äs)a =  5.
2 . L egyenek az
x s— (a+ d) x  4- ad—be =  0
egyenletnek  gyökei x 1 és x 2 ; bizonyíttassék be, hogy akkor az 
y2—(as+ d* + 3abc-\-3bcd) y+(ad—bef =  0 
egyen letnek  gyökei cc® és arij.
* A dolgozatok változtatás és javítás nélkül közöltetnek. Tárgyhal- 
rnazat miatt eddig elhalasztva közlése az első nyertes iránt imm ár 
kegyelet is. Szerk.
Az első e g y e n le tb ő l:
x tx 2 =  ad—be é s  x 1+ xi =  a+ d a)
A  m ásodikból
y1yi =  (ad— be)3 és y1+ y 2 =  (a3+d3+3abc+3bcd) ß) 
<a) alatti egyenletek  m ásodikét köbre em e lv e  :
( a ^ + x j  =  (a + d f
Ez egyenletbe a) a latti értékeket téve x }x2 és x x +  x 2 h elyébe, nyerem  : 
x \+ xl =  a3 +  d8 +  3aőc+  3bed y)
■a) ß) és y) alatti egyen letek ből, következik :
A xl =  ?/,*/,
x l+ x3 —  y x+ yt
« így
2/i =  acf 
y2 =  x *
3 . Bizonyíttassék b e, hogy :
2903"- -803“— 4 6 4 " + 2 6 1 ”
vi-nek m inden  nem  negativ  szám ú érték én él 1897-tel o sz th a tó :
M inthogy 290 3  - -  1897 +  1006, tehát a m egadott kifejezés osztható  
1897-te l. h a :
(1 0 0 6 " — 4 6 4 " ) -  (803"—  261")
a”_}jn
Á m de m inthogy  ^ egész szám  m ind ig , világos, h ogy
1006"— 464" 803"— 261" _  1006"— 464"— (8 0 3 )" + (2 6 1 )"
1 0 0 6 — 4 6 4  8 0 3 — 261 “  “ 5 4 2
is  eg ész  szám . Á m de 5 4 2  — 2.271 s így az adott kifejezés 2 7 1 -el osztható. 
Á m de csoportosíthatom  a feladott szám  tagjait így is :
1 0 0 6 “-  803"— (464"— 261")
V ilágos, hogy a fen tebb iek  sz e r in t:
1006"— 803" 46 4 " — 261" 1006"— 803 46 4 " — 261"
100 6 — 803 4 6 4 — 261 — “  203  2 0 3
- ‘ ■J °  JUTALMAZOTT DOLGOZATOK.
is  egész szám . Á m de 2 0 3  =  7.29 s így a  m egadott k ifejezés 7 -tel is oszt­
ható , következőleg oszth ató  7.271 - 1897-te l is.
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2. Spiczer Ödön dolgozata.
í. feladat:
Az A ,,  A 2, A ,,  A 4, A 5 pontok  az egységnyi su gara  kör kerü letét 5  
egyen lő  részre osztják; bizonyíttassék  be, hogy az A ,A S és az A A  húrok  
között az :
(A jA2 . A A ) *  =  5  egyenlőség áll fenn.
Ha a kör közepe 0 ,  és az O -ból az A A  és A  A  húrokra bocsájtott 
m erőlegesek  taljjpontjai D és B, a k k o r :
I. A A  =  2 A ,D  =  2AX0  sin AlO D ^-=  2  sin 3 6 °  és
II. A A  =  2AtB =  2 A ,0  cos O A ^ B -4  =  2  cos 18°
Szorozzuk e  két egyenletet és em eljük négyzetre, akkor kapjuk, hogy:
(A A . A  A ) 8 — (4- sin 3 6 °  co s  1 8 °)2 =  (8 s in  1 8 °  cos 18° cos 1 8 °)2 
=  (8 cos2 18 sin  18°)2 =  [8 (1 — sin 2 1 8 °) sin  1 8 ° ]2
Ism eretes, hogy sin  1 8 ° =  -■=- (]/5 — 1), tehát
4-
( A A  . AjAg)* =  [8  ( 1  -  ( ^ ( j / 5 - D ) 8) ( i -  (V b - Í )  ) J ,
•a m iből összevonás útján keletkezik , hogy
(A  A , . A A , f  =  5.
2. feladat:
L egyenek az x 2— (a+d) x+ a d — be =  0  eg y en letn ek  gyökei x t és x_} ; 
bizonyíttassék b e, hogy akkor az :
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a) y2— (as+ da+3abc+3bcd)y-\-(ud— be)3 =  0  egyenletnek  gyökei
xl és x l .
Ism eretes a  m ásodfokú egy en letek  elm életéből a következő ö sszefü ggés :
1) ajjtCj =  ad—be és
2) x t + x ,= — (a+d).
Ha az a) eg y en let gyökei x\ é s  xl,  akkor kell, h ogy
3) x \ . x l  =  (ad— be)3
és 4) oc%+xl=— (a3+d3+3abc + 3bcd) legyen.
A 3) eg y en let helyessége az aj egyenletből k itű n ik ; a 4)-ik  eg y en let  
igaz voltát p ed ig  a következőleg b izonyítjuk :
em eljük a 2) egyenletet köbre, akkor kapjuk, hogy
(a5,+aSa)8— — ( « + d)8,' 
a m it így is Írhatunk, hogy
x —(a + d)3— 3 ^ * 2  (xt + x 2)
XjX, és x t+ x t értékeit az 1) é s  2) egyenletekből b etéve, kapjuk, h ogy  : 
ce(+xl—— ( a + d ) 3+ 3 ( a d — bc)(a + d), a m iből összevonás után ered , 
h ogy:
xl+a% = —  (a3+ ds+3abc+3bcd)
A a) egyen let gyökei tehát x f  és  x 3, .
3. feladat :
Bizonyítsuk b e, hogy 2903"— 803"— 4 6 4 " + 2 6 1 "  n -n ek  m inden  nem  
negatív egész szám ú  értékénél 1 8 9 7 -el osztható.
A m egadott k ifejezések így is  irhatok  :
I. ( 2 8 9 8 + 5 ) ”— (798 + 5 ) ”— ( 4 6 2 + 2 ) ™ + ( 2 5 9 + 2 ) “
II. (2 7 1 0  +  493)n—  ( 5 4 2 + Q6i)“— (27 i+ i93)n+(0+261)™
A I egyen letben  a binom ok m indegyik  első tagja osztható 7 -el. H a az 
első  binóm ot (2 8 9 8  +  5 )” kifejtjük, látjuk hogy annak m ind en  egyes t é n y e ­
zője osztható 2 8 9 8 -a l, tehát 7 -el, csak  az utolsó + 5 ” n em , ugyanígy van  a 
kifejezés m ásodik binóm jánál, ott — (5 )n nem  osztható 7 -e l;  ám de ( +  5 )” 
— (5)” egym ást m eg sem m isíti; ugyan így  a kifejezés harm adik  és negyed ik  
tagjánál + (2 ) "  és — (2)n ; a m ib ő l következik, h ogy  az I. kifejezés 7 -el 
osztható.
A m ásodik (II) kifejezéssel h aso n ló k ép  eljárva, kim utathatjuk, h ogy  az 
2 7 1 -el osztható. Á m d e 271.7  =  1 8 9 7 , a m iből teh át következik, h ogy  a 
m egadott k ifejezés osztható 1 8 9 7 -e l.
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Az 1900-ifc évi párisi physikai congressus elé terjesztett jelentés 
b. EÖTVÖS LORÁND-tól.
A nehézségre vonatkozó kutatások az utolsó évtizedek rend­
szeres munkálatai által ma már a részletezés állapotához jutot­
tak. Nem elégszünk már meg az ezen erő változásaira vonatkozó 
általános, közelítőleg az egész földre érvényes szabályok felállítá­
sával, hanem e változásokat helyről-helyre kutatva azoknak pon­
tosabb és pontosabb megismerésére törekszünk. Ennek a kuta­
tásnak eredményei nemcsak a geodetára és a physikusra, hanem 
a geológusra nézve is érdekesekké kezdenek válni.
A terv, a mely szerint ez a kutató munka mind ez ideig folyt, 
a nehézség irányának és nagyságának meghatározása volt lehető­
leg sok, lehetőleg jól megválasztott egyes pontokban ; segédesz­
közök gyanánt erre majdnem kizárólag az inga és a libella szol­
gáltak.
Előadó a congressus figyelmét e tervszerű munkának egy újabb 
kiegészítésére kívánja irányítani. Ez maguknak a nehézség vál­
tozásainak egyes pontok körül, vagy szigorúabban kifejtve az ezen 
erőt előállító összetevők differen tiálhányadosainak közvetetten 
meghatározása egyes pontokban. Előadó 1896-ban a W ie d e m a n n  
Annalenben közzétett értekezésében kimutatta ennek lehetősé­
gét, s e czélra berendezett torsióinérlegeivel ilyen méréseket 
tényleg jó sikerrel eszközölt. A kérdésnek rendszeres tanulmá­
nyozása ezen az úton valóban ismereteink nem megvetendő gaz­
dagodásával kecsegtet. Mert hiszen az erő differentiálhányadosai
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egy pontban megállapítják ott a nivófelület görbületét, főgörbü­
leteinek irányát s az azok közötti különbséget, kifejtik az erő 
irányváltozásait, illetőleg az erővonal görbületét, lehetővé teszik 
a nivófelületen az egyenlő nehézségű vonal érintőjének kijele- 
lését és megadják a nehézség változásának gradiensét. Mind­
ezek az adatok értékes útmutatással szolgálhatnak valószínű 
tömegeloszlásúkra vonatkozólag, melyek a nehézség e változásait 
okozhatják.
Az ilynemű kutatások rendszeres eszközlése mellett szól még 
az észlelési módszer nagy érzékenysége is, mely oly kicsiny kü­
lönbségek felismerésére képesít, minők az inga megfigyelői előtt 
mindeddig rejtve maradtak és az a kétségbevonhatatlan haszon, 
melyet egy új módszer alkalmazása az által nyújt, hogy a réginek 
adatait ellenőrizni, esetleg tévedéseit felderíteni képes.
A mit itt a nehézségre vonatkozólag mondottam, azt kiterjeszt­
hetem a másik talán még rejtélyesebb földi erőre, a földi mágnes- 
ségre is. Az idézett értekezés magában foglalja azon módszerek 
leírását is, melyek ugyancsak a torsióinga segélyével a mágneses 
erőösszetevők differentiálhányadosainak meghatározására szol­
gálnak.
Legyen azért megengedve nekem, e tudós gyülekezet előtt ki­
fejteni álláspontomat s pontosan megállapítván a feladatot, ismer­
tetni az annak megoldására szolgáló módszereket azokkal az 
eredményekkel együtt, melyeket velük eddig elérhettem. Referá­
tumom végén jövő teendőkről, tervekről is fogok szólni, melyek­
nek megvalósításában csak tudós társaim támogatásától várhatok 
segítséget.
A megoldandó feladat pontosabb megállapítása.
Valamely erőnek változását egy pont körül, három derékszögű 
összetevőjének X, Y, Z -nek az x, y, z derékszögű összrendezők 
szerint képezett első diííerentiálhányadosai által fejezhetjük ki. 
Ez a kilencz diíferentiálhányados a változások módját teljesen 
előállítja akkor, ha oly kicsiny terekben maradunk, melyekben az
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erőt a térbeli összrendezők lineáris függvényének szabad tekin­
tenünk.
A nehézségerő esetében mint általában mindig akkor, ha az 
erőnek potentiálfüggvénye van, e kilencz diff'erentiálhányados 
értékei között négy összefüggés áll fenn, ezek:
és
dX dY d2U
dy dx dxdy
3Y dZ d*Ü
dz dy dydz
dZ _ dX d*u
dx dz dzdx
dX  3Y  
dx dy
a z  _  d*U 8MJ
dz dx* dy* =  ú2o>\
a hol U a nehézségnek, mint a földi tömegek vonzása és a kö- 
zéppontfütó erő eredőjének potentiálfüggvényét, cu pedig a föld 
forgásának szögsebességét jeleli.
Ez egyenletek felhasználásával a feladat megoldására, azaz a 
változás módjának teljes megismerésére a kilencz helyett csak 
öt egymástól független adat meghatározása szükséges. Mielőtt 
arról szólanék, hogy mérések útján ez miként eszközölhető, előbb 
azon geometriai és physikai jelentőségű mennyiségeket akarom 
itt egybeállítani, melyek a differentiálliányadosok segítségével 
meghatározhatók. Oly derékszögű összrendezői tengelyrendszert 
választok, melynek X Y  síkja a nivófelületet kezdetpontjában 
érinti, s melynek Z  tengelye lefelé van irányítva, úgy hogy az 
erőösszetevők a kezdetpontban X= 0, Y=  0 és Z = y0 legyenek. 
A tájékozást megkönnyítheti, ha az X tengelyt észak felé, az )’ 
tengelyt nyugat felé irányítva gondoljuk. Helykimélés és ismétlé­
sek kikerülése végett, a felsorolandó mennyiségek mellé «v. th .» 
jelzéssel már itt odaírom azoknak észleleteim helyére Buda­
pestre (tp=47°5) vonatkozó theoretikus értékeit, a mint a Bessee- 
féle ellipsoidnak ♦
a =  637,739 700 C. 
b =  635,607 800 C.
27*
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értékeiből és a Helmert-féle formulából:
g =  978,00(1 +  0,0053100 sin V)
G. G. S. egységekben kiszámítottam.
Egyszerű megfontolások útján a következő az összrendezők kez­
detpontjára vonatkozó értékek megállapításához jutunk. A nivó- 
íeliilet normálmelszetének görbületére az AZ síkban :
1 _  1 <HJ_
!>x “  ,7o ^
ugyanarra az YZ síkban:
1 J _  d*R
Qy ~  (Ja
A két főgörbület összegére:
(
v. tli. 1570.10 12 1)
v. th. =  1565. IO"12. 2)
1 1
— b ~  :
p  i  p <%
I í d*U . d2U 
g0 \ dxl ^  dy2
A két főgörbület különbségére:
1 1
í° i Pr
1 ld*U d2U \ 
dg2 / ccg0 \ dx2 I os 2A
v. th. =  3135 . l t r 1 A 3)
v. th. =  4 ,7 9 9 .10-12 4)
a hol A azt a hegyes szögletet jelenti, melyet az 1 -el jelzett fő­
görbületi sik az x  tengelylyel képez; e szögletet s vele a főgörbü­
leteknek irányát adja:
2 n'11' 
dxdy
d2U d2Ú
U x2 dy*
tg 2 A v. th. =  0. 5)
A nehézség erővonalának görbületi sugarára kapjuk
t i  = (I o
X  \ dcddz I +
/ d2u  yj 
l dydz '
v. th. =  120598 . 106 0)
és ezen a kezdetpontban a nivófelületre merőleges erővonal 
osculáló síkjának az AZ síkkal képezett szögletére:
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dHJ
dxdz
i / (  <?i' Y i
V  l dxdz! : \ dyd.
v. th. =  0. 7)
Továbbá a nehézség változásának mértékéül szolgálnak az x  
irányban
dg _ d*U
az y irányban
es
dg _  f f  U
dz dz2 , o ( ‘\ />!
v.th. =  8133.10“12, 8) 
v. th. =  0 9)
+  - +  v. th. =  3 0 8 6 .10^9. 10)
P%’
dx dxdz
dg _ d2U 
dy dzdy
Magára a nivófelületen az összes változást e szerint
v.th. =  8133. IO"12 11)
fejezi ki, annak irányát tehát vele együtt az állandó nehézség 
görbéjének reá merőleges érintőjét az összrendezők kezdetpont­
jában a 7) egyenlet adja.
Á 6) és 7) egyenletek kifejezik egyszersmind a függőn 
irányváltozását a magassággal. Ha e-nal jeleljük a szögletet, me­
lyei a nehézség iránya egy 2-vel a kezdetpont alatt fekvő pont­
ban, a 2 tengelylyel képez, úgy az irány változásának mértéke:
d9
de 1 ds— - =  -=- = ----  v. th. =  8292 .10~1B,dz R  g0
mely utóbbi érték másodperezre átszámítva, a mi theoretikus pél­
dánk esetében azt mondja, hogy a nehézség irányváltozása egy 
ezentiméter magasságban 1 7 1 0 .10~9 másodperczet, 5842 méter 
magasságban 1 másodperczet tesz ki.
A potentiál második diflferentiálbányadosainak meghatározása 
azonban nem csupán magának a nehézségerőnek teljesebb meg­
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ismerése szempontjából fontos, hanem sok irányban útmuta­
tással szolgálhat az mindazon spekulátiók körében is, melyekkel 
a tudomány az erő változásainak okait kikutatni törekszik. Szi­
gorú analysis helyett valóban csak spekulátióról lehet itt szó, a 
mennyiben egymagában az erő ismeretéből a föld felületén és 
annak közelében nem vonhatunk még szigorú következtetést a 
föld tömegének egy egyetlen olyan eloszlási módjára, a melynek 
az erő minden változásával együtt következménye .volna. De a 
synthesis útján járva megállapíthatunk olyan tömegeloszlási mó­
dokat, melyek a föld felületén nyilvánuló hatásokat létrehozhat­
ják, s azok egybevetve a föld alkotára vonatkozó ismereteink­
kel, a csillagászat és a geológia útmutatásaival valószínűségben 
sokat nyerhetnek, egyes esetekben talán bizonyosakká is válhat­
nak. Földalatti sűrűbb rétegeknek, vagy üregeknek feltételezése 
már eddig is sok esetben szolgált a nehézség változásainak ma­
gyarázatára. Az áttekintés megkönnyítése végett fordítsuk tigyel- 
münket a potentiálnak csak azon V részére, mely a normális 
viszonyoktól eltérést okozó tömegekből ered s így a középpont­
futó erőt sem tartalmazza. A vonzó tömegek elemét dm-e 1, ennek 
összrendezőit i, rj, C-val, a gravitatió állandóját /-el jelelve és 
téve r 2= £ 2-l-J72+C2> lesz :
d'l V
<v-
ú2F
% 2
í)s V
dz* dm.
d2F
dxdz
í?2F
dydz
- a f f - g - d m ,  
“ 3 í j $ - * » •
Egy pillantás e kifejezésekre meggyőzhet arról, hogy a bal 
oldalon álló mennyiségek nemcsak zavaró tömegek jelenlétéről 
tesznek tanúságot, hanem arra nézve is felvilágosítást adnak, 
hogy azok inkább az x  vagy az // tengely irányában és csak az egy 
oldalon vagy mindkét oldalon, vagy túlnyomóan a mélységben
feküsznek-e. Ha egy síkságot képzelünk magunknak, melynek 
újabbkorú kisebb sűrűségű képződményei alatt régibb, nagyobb 
sűrűségű kőzetek hegyeket, völgyeket képezve vonulnak el, úgy 
ezek a mennyiségek a síkság néhány pontján meghatározva fel­
világosítást adhatnak arról, hegyek, völgyek vagy azoknak lejtői 
felett állunk-e.
Egy jelentés szűk keretén túllépne e feladat megoldásának 
további részletezése.
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A m egfigyelések m ódszerei.
Mindazok a mennyiségek, melyeket az előbbi jegyzetben össze­
foglaltam, a potentiál második differentiálhányadosai úgy mint 
az azok által meghatározott l)-től ll)-ig  felsorolt mennyiségek 
egy helyen eszközölt mérésekkel meghatározhatók. Azokból egyet, 
a nehézség változását a magassággal s ezzel kapcsolatban a nivó- 
felület középgörbületét J o l l y  * Münchenben a mérleg segélyével 
határozta meg. T h ie s e n  Breteuilban, S c h e e l  és D i e s s e l h o r s t  Char- 
lottenburgban nagy gonddal végzett méréseikkel kimutatták e 
biztos, de csak nagy pontosságú apparátussal és a megfigyelés 
legmagasabb fokú finomságával czélhoz vezető módszer haszna- 
vehetőségét. Mind a többi itt szóban forgó mennyiségek leméré- 
sére aránylag könnyű szerrel a torsió-inga szolgálhat, abban az 
alakjában és azokkal a módszerekkel, melyeket szerző fent emlí­
tett értekezésében 1896-ban tett közzé.
E módszerek alapgondolata a következő: Egy torsio-ihga kü­
lönböző részeinek nehézségei a változó erőtérben nem lévén 
egyirányúak a tömegközéppont nehézségének irányával, mely kö­
rül a forgás történik, forgásmomentumot eredményeznek s az 
inga fonalát megcsavarják. Ez a forgásmomentum:
* J olly, Die Anwendung der Wage auf Probleme der Gravitation. Ab- 
handl. d. Pair. Akad. d. Wiss. II. Gl. XIII. Tld. u. XIV. Bd. 187,s és 1881.
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Az e kifejezésben előforduló az inga összes tömegeire kiter­
jesztendő integrálokat mind egy az ingához kötött tengelyrend­
szerre kell vonatkoztatnunk. Az inga alakjának alkalmas válasz­
tása mellett ekként e forgásmomentumot jól észlelhető adatok 
által fejezhetjük ki.
Vizsgálataimra az ingának két fő alakja szolgál. Az első egy. 
egyenes vízszintes rúd, a hatás növelése czéljából végei felé tú l­
nyomó tömegeloszlással, a második egy épen ilyen rúd csak azzal
a különbséggel, hogy az egyik végét terhelő tömeg mélyebben 
van elhelyezve, illetőleg ott kellő hosszaságú fonálon függ. Mind­
két esetben arra törekedtem, hogy az inga tömegeinek a rúd ten­
gelyére merőleges méretei kicsinyek legyenek, úgy hogy ha össz- 
rendező rendszerünk £ tengelyét a rúd tengelyébe fektetjük.
1. ah ra .
2. ábra .
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íj tengelyét erre merőlegesen és vízszintesen, £ tengelyét pedig 
a nehézség irányában lefelé helyezzük, az inga összes tömeg­
elemeire nézve 7t kicsiny s így közelítésben elhanyagolható le­
gyen. Tekintette] e jelentés szűk keretére s az ^ összrendezőknek 
amúgy is igen kicsiny befolyására, azokat itt figyelmen kívül 
hagyom.
Ekként ha az inga tehetetlenségi momentumát K-val, az inga 
rúdja és az x  tengely által bezárt szögletet pedig a-val jeleljük, 
kapjuk az első alakú ingára:
I d2 ( daU \ , sin 2a 
l  dy2 dö?l K 2
d ^ U  J T
+  - ,, A cos 2a. OXOjl 12)
A második alakra nézve pedig, ha még a függő súly tömegét 
m-e 1, ennek forgási karját bel, tömegközéppontjának a rúd ten­
gelyétől mért függélyes távolát pedig ú-val jeleljük:
„  (d*U d2U\ „ s in 2 a  , d2U „
~ \  dv2 dx% ) K 2 +  dxdy h tos-" +3y
+
d2U , , d2lmill cos a —dyßz ßxdz
dxdy 
m hl sin a. 13)
Lássuk már most e szerkezetek mechanikáját, s az eljárást, 
melyet reá czélunk elérése szempontjából alapíthatunk. Előbb 
az ingák első fajával, tehát egyenes rudak esetével foglalkozunk. 
Az inga drótjának csavarási coefficiensét r-val, a torsió-szögletet 
pedig d-val jelelve az egyensúly esetére találjuk:
d2U
dx2
()% (j
A'sin 2« +  — - -  K cos 2a dxdy
az e helyzet körül végtelen kicsiny amplitúdókkal végzett lengé­
sek idejére pedig:
_ ‘2
Ji
w
T
K
d2U d2r \ [ n , d2/ ’
i dy2 dx2 i1,:os + 2 s i n  2 « .
Az amplitúdó véges értékei és az ellenállások miatt eszköz- 
leudő correctiók tárgyalásába itt nem bocsátkozom. Ezekről fel-
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világositást ad fent idézett értekezésem. Tegyük
T0-al jelelvén az inga lengésidejét abban az esetben, midőn reá 
a drót torsióerején kívül semmi egyéb erő nem hat. Ezt az érté­
ket a fentiek értelmében mint középértékét határozhatjuk meg 
az inga azon lengéseiből, melyeket két egymásra merőleges hely­
zet körül végez. Ezzel lesz :
Az eszközök, melyekről alább lesz szó, lehetővé teszik az egész 
ingának szekrényestől forgatását a függélyes körül s ezzel azt, 
hogy a szöglet értékét kívánságunk szerint változtathassuk. Két 
ilyen jelzői által megkülönböztethető állásra nézve a vagy
erre a csavarodások különbségeit, vagy a lengési idők változásait 
használja-e föl.
Lássunk egy példát. Legyen « ,= 0  és a2 — y > akkor:
és
X* -ft*
a — a 14) és 15) alapján olyan egyenletek által fejez-
1 ' , ( d*T! (9a U \ <?1 2£7
hetők ki, melyek a két keresett értéknek -- , — - „ es -J \ atf 8x- I dxdy
meghatározására szolgálhatnak. Az észlelő választásától függ,
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Egyszerű megfontolásokkal győződhetünk meg arról, hogy a 
csavarodások azon állásukban a legnagyobbak, melyek a főgör­
bületek irányával 45 foknyi szögletet képeznek, a lengési idők 
változásában nyilvánuló hatás pedig akkor a legnagyobb, ha a 
rúd maguknak e főgörbületeknek síkjai körül leng. Okoskodásaink 
eredményei meglepő egyszerűséget mutatnak, a mi az azokra 
alapított módszernek kétségtelenül előnyére válik. Az észlelőnek 
nem kell itt törődnie eszközének méreteivel, nem kell bajlódnia 
arra vonatkozó fáradságos hossz- és tömegmérésekkel, mint az 
inga és a mágnestű használatánál, hogy eredményhez jusson, 
csak órára és szögmérő eszközökre van szüksége, melyekkel 
rúdjának lengési idejét és állását meghatározni tudja.
Szigorúan ez csak az egyenes és lineáris rúd képzelt esetében 
áll, de a transversalis méretekre vonatkozó correctiók mindig igen 
kicsinyek, a használt eszközöknél többnyire az eredményeknek 
csak ezeredrészeit befolyásolják. (L. értekezésemet.)
Az egyszerűség és azzal együtt járó biztosság, melyet e mód­
szer nyújt, szerzőt arra indították, hogy azt alkalmasan módosít­
ván magának a gravitatió állandójának meghatározására is fel­
használja. (L. f. i. értekezést.)
Térjünk most át torsió ingáink második fajának tárgyalására, 
arra, melynél a rúd egyik végén a terhelő súly alúlra van füg­
gesztve. Megtartva az előbb használt jelzések jelentőségét, ez 
esetben a csavarodás szögletét az inga egyensúlyi helyzetében a 
13) egyenlet alapján a következőnek találjuk:
r -  J o
+
d m  
dyl dac'2 
mhl d2U 
dyd.
d2EA, .— 1 f-sin 2« +  
mhl
COS a  —
To
_2
d m
dxdí
d*U
dxdy sin 2a +
sin «. 16 )
Mellőzöm itt a lengési idő megállapítására vonatkozó kifeje­
zési, mint a mely a létesítendő mérések szempontjából nem 
annyira érdekel. Egyszerűen következik a fenti egyenletből a 
méréseknél követendő eljárás. A drót megcsavarodása ti ö' a 
rúdnak bármely két a  és a '  irányú állása közölt egy-egy egyen­
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letet ad, mely a keresett mennyiségek meghatározására szolgál. 
A rúd állásának megfigyelése öt, a kör kerületén elosztott hely­
zetben négy ilyen egyenletet ad. Ha teszük
akkor kapjuk
To / dHJ d*lJ\
n2 V 0y% Ox* ) ~  J
To d*U II
tt'2 Oxdy
mhl 0*U — b
t Oydz
mhl d2U
t dxdz — a,
§i =  A (sin 2«2—sin 2«,) -j- B  (cos 2«2— cos 2«,) +
+  a (sin «2 — sin at) ~\~ b (cos «2 — cos at),
s a megfelelő jelzőkkel még három ilyen egyenletet.
A dj etc. csavarodásoknak és az a{, a2 ele. szögleteknek 
lemérése az észlelő feladata. Az igy meghatározott négy egyenlet 
megadja az A, B, a, b mennyiségek értékeit. Az észlelőnek még
7'2 mhl
egy tennivalója van, meg kell állapítania a — a és az - szor­
zóknak értékeit. Az elsőt a lengési idő megfigyelése, a másodikat 
azon csavarodás lemérése adja, melyet a lógó m  tömegre ismert 
tömegek által gyakorolt vonzás létesít. Ha például az m tömegre 
M  tömegű golyó r  középponti távolságban a rúd karjára merő­
legesen hat, így a létesített csavarodás
6 I r 2
ml
T
miből ml értéke kiszámítható; a b hosszaságot mérőrúddal
mérjük.
így aztán teljesen megoldottuk a feladatot, 
lemérjük a
/ 0'21T dHl\ d*U fAV
l Oy'2 Ox'2 /’ 0x0 y ' OyOz
A torsió-mérlegen
o ‘2 ( '
O . i  A z
értékeit s ezzel egyszersmind ismerjük a 4). 5), 6), 7), 8), 9) és 
14) alatt felsorolt mennyiségeket, a mérleg JoLLY-féle eljárás ú t­
ján megadja még a ' értékét s ezt hozzá véve, ismerjük már
most azt az öt független adatot, melylyel a potential sajátságá­
ból folyó, egyenletek alapján még a többi négyet, összevéve tehát 
mind a kilencz differentiálhányadost meghatározhatjuk, lla  még 
hozzáveszszük az ingát s a felvilágosítást, melyet az nekünk ad, 
úgy a nehézséget egy pontban és a pont körül kimerítően ismerni 
fogjuk.
Mérőeszközök.
Az eszközök, melyek az itt körvonalozott mérések kivitelére 
szolgálnak, elvben igen egyszerűek. Torsió-ingák vagy egyenes 
rudak, vagy egyik végükön felfüggesztett súlylyal terhelt rudak 
alakjában, melyek szekrényükkel együtt függélyes tengely körül 
forgathatók. A szekrény irányának megállapítására vízszintes 
körosztályzat szolgál, a szekrényben a rúd irányának megfigye­
lésére pedig két tükör, melyek közül az egyik a rúdon, a másik 
a szekrényen van megerősítve. E két tükör segélyével a d —d' 
csavarodási szögletet mérjük le, az a szögletek meghatározására 
pedig ezen kívül még a körosztályzatot is használjuk.
Magából értetődik, hogy a nagy igények mellett, melyeket ily 
eszközöknek ki kell elégíteniük, azoknak pontos kivitelére a kellő 
gond fordítandó, s különös megfontolás és elővigyázat kell arra, 
hogy az eszközöket kellő mértékben érzékenyekké, s érzékeny­
ségük daczára biztosan használhatókká tegyük.
Az érzékenység fokáról, melyet elérni akarunk, a lemérendő 
mennyiségeknek példaképen előbb felsorolt theoretikus értékei 
nyújtanak felvilágosítást. A torsió-inga mechanikáját kifejező 
14), 15) és 16) alatti egyenletek azonban megadják az útbaigazí­
tást arra, miként érhető az el. Nagy lengési idejű eszközökre 
van szükségünk. Az általam használt eszközök lengési ideje 
600- 1200 másodpercznyi volt., theoretikus példáinkban azokra 
nézve képleteinkből már több percznyi csavarodási szögleteket
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és egész másodperczeket kitevő lengési idő változásokat számí­
tunk ki. Csak arról van tehát szó, tudjuk-e ily nagyfokú érzékeny­
sége mellett kellő mértékben biztosítani mérlegünk állását és 
járását az ily eszközöket többnyire zavaró befolyásoktól. Ez is 
lehetséges. Az arra szolgáló biztosíték kettősfalú fémszekrények 
használatában áll, melyek a megvédendő ingát a nélkül, hogy 
mozgásában akadályozzák, lehetőleg szorosan veszik körül. 
E czélra maid csövekből összerakott, majd hosszúkás lapos pa- 
rallelepipedalakú, majd lapos körhengeralakú szekrényeket alkal­
maztam.
A szekrényeknek egymástól Va—1 centiméterre elálló kettős- 
falai 2-—4 milliméter vastag sárgaréz lemezekből készültek, épen 
ilyen vastagságúak a kettőscsövek falai is, melyek a felfüggesztő 
diótokat veszik körül. Ilyen módon a hőmérséklet változásai a 
külső térben, lehetőleg egyenletesen hatolnak az eszköz belse­
jébe, s azt a levegő áramlásának zavaró hatásaitól mentté teszik. 
A minden oldalról homogén fémburkolat egyszersmind elektro­
mos hatások és sugárzások ellenében is védelmet nyújt. Ily mó­
don valóban meglepő stabilitást értem el, s vizsgálódásaim me­
netében eszközeimet, melyeket előbb csak sötét és jól temperált 
pinczékben mertem elhelyezni, később már a világos szobába, 
azután pedig a szabadba is kivittem, hol azok borús napokon 
vagy éjjel egyszerű vászonsátor alatt is jól megbízható eredmé­
nyeket szolgáltattak.
Az ingák felfüggesztésére rendesen platindrótot használtam, 
melyet előbb már hónapokon, sőt éveken át megterhelve kinyúj­
tottam. Jó szolgálatot tett egy drót, melynek átmérője V25 mm., 
hordképessége 120—130 gr. s egy méter hosszú részére nézve 
kb. t---0,3 volt. Az ilyen előzetesen hosszú időn át megterhelt 
vékony drótot egyensúlyi helyzetének biztossága teljesen kielé­
gi tő, úgy hogy erre a czélra, különösen hordozásra szánt esz­
közökben ezeknek adtam az előnyt a kényesebb és törékenyebb 
Boys-féle quarzfonalakkal szemben.
A méreteket illetőleg szolgáljon példa gyanánt egy bár nem 
legnagyobb érzékenységű, inkább utazásnál használatra bérén-
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dezett eszköz, melyet előadó a jelen kiállításnak magyar osztá­
lyában állított fel.
Ebben az eszközben a sárgarézcsőből készített rúd hossza 
40 centiméter, egyik végén a cső belsejébe tolt, másik végén 
felfüggesztett platinhengerekkel terhelve. Az elsőnek súlya 30 gr., 
a másodiké 25,5 gramm. A rudat tartó platindrótnak hossza 60 
centiméter, a lógó súly középpontja 55 centiméterrel a rúd 
alatt fekszik. A rúd lengési ideje 7'= 761 s. E méreteknek meg- 
felelőleg az eszköz állandói
és
7’2
- V  =  58675JT2
=  80143
s igy ez eszköz képleteink szerint theoretikus példánk esetében 
a főgörbületek különbségét 0,9 percznvi csavarodással, a nehéz­
ség változásait a nivófelületben pedig 4,4 percznyi csavarodással 
jelezné.
Mint már említettem, itt csak kisebb érzékenységű eszközzel 
van dolgunk. Az érzékenység fokozása úgyszólván tetszésünktől 
függ, különösen azon compensáló eljárás alkalmazásával, melyet 
idézett értekezésemben leírtam.
Ügy hiszem sikerült kimutatnom a leírt módszerek kivihető­
ségét. Hozzátehetem, hogy azok könnyen kezelhető eszközökkel 
és kis fáradsággal vezetnek eredményhez. Sajnálatos, hogy a 
JoLLY-féle mérlegelési módszerről ezt nem mondhatjuk s vele a 
nehézség változását lefelé csak aránytalanúl nagyobb nehéz­
ségek legyőzésével határozhatjuk meg. Kívánatos volna s talán 
sikerülni fog ennek az adatnak meghatározása is a leírtakkal lé­
nyegében megegyező módszerekkel, csakhogy a vízszintes síkban 
lengő torsiómérleg helyett a függélyes síkban lengő inga fel- 
használásával. A nehézség változásai az inga járását és állását is 
befolyásolják. Ez a befolyás, melynek nagysága a fentiekhez ha­
sonló okoskodással megállapítható, a másodperczinga járását 
(vonatkoztatva a nehézség értékére a forgási tengelyben) ugyan­
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csak mintegy egy négymilliomod (23 .10^8) másodperczczel kiseb- 
bíti, de 10 másodperczes ingánál a lengési időben már egy négy- 
ezered másodperczet, 100 másodpercznyi ingánál pedig már 
egy negyed másodpercznyi kisebbedést okoz. Ez a hatás a víz­
szintes rudak esetében, minők a mérlegrudak, ellentett irányú 
hisz. Súlypontjuk közelében fekvő tengelyek körül forgó rudakkal 
ez is megvalósítható volna; csakhogy a forgási tengely állandó­
ságának biztosítása nagy nehézségekbe ütközik. Talán azon az 
úton haladva, melyen D e f f o r g e s  ingáinak tökéletesítéséhez jutott 
s az ingákat L ip pm a n n  útmutatása szerint hosszabb időn át len­
gésben tartva és megfigyelve, lehetséges lesz a kijelelt czélt 
elérni.
Megfigyelések eredm ényei.
Terjedelmes, a földfelület egy nagyobb részét rendszeresen fel­
ölelő megfigyelésekre még nem hivatkozhatom. Az egyes erejét 
túllépő feladat ez. Itt csak olyan kisebb területeken végzett mé­
résekről fogok szólni, melyeket néhány hű munkatársam segít­
ségével magam végezhettem. A megfigyelések helyei akként van­
nak választva, hogy azok felvilágosítást nyújthassanak úgy a 
síkságon, mint hegyek alján és ezek tetején, valamint épületek 
belsejében fellépő viszonyokról.
Kezdem a Sághegy platóján végzett megfigyelésekkel.
Ez a Magyarország nyugoti részében Kis-Czell közelében a 
síkságból kiemelkedő vulkánikus eredetű hegy a nehézség viszo­
nyai iránt érdeklődők figyelmét különösen azon részletes meg­
figyelések folytán vonta magára, melyeket azon és a körül 1884-ben 
R .  S t e r n e c k  végzett. (Mittheilungen des k. k. Militärgeographi­
schen Instituts. Bd. V.)
A majdnem szabályos csonka kúpalakú begy körülbelül 1(500 
méter átmérőjű hasisból 150 méter magasságra emelkedik s ott 
egy mintegy 200 méter átmérőjű közel köralakú sík platóban vég­
ződik. Tömegét vulkanikus kőzetek, basaltok és tuffák alkotják.
S t e r n e c k  e  h e g y e n  a z  i n g á v a l  v é g z e t t  m e g f i g y e l é s e i b ő l  a  t ö b b i  
k ö z ö t t  a z o n  m e g l e p ő  k ö v e t k e z t e t é s h e z  j u t o t t ,  h o g y  a  n e h é z s é g  a
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plató szélén (ábránkban 2 pontban) mintegy saoaa részével nagyobb, 
mint annak közepén (ábránkban 1 pont). Olyan úgy irányát mint 
nagyságát tekintve feltűnő változás ez, melyet a nehézségre vo­
natkozó mai elméletünk aligha tudna igazolni. Legalább az a 
körülmény, hogy a hegy szélén 2,9 sűrűségű hasaltok törnek nap­
világra, a plató közepén pedig 2,3 sűrűségű tuffákat találunk, 
nem elegendő a magyarázatra.
T a n g l  K . ,  K ö v e s l ig e t h y  R. urak, kiket B o d o l a  L. tanár úr, 
mint geodeta támogatni szíveskedett, 1891 nyarán eszközeimmel
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és utasításom szerint ugyancsak megvizsgálták a nehézségi viszo­
nyokat a Sághegy platóján. Észleléseiket a S t e r n e c k  állal vizs­
gált helyeken kívül még két pontra, a plató szélének közelében 
(az ábrában 3 és 4) és ugyancsak két pontra a plató belsejében 
(5 és 6) terjesztették ki.
Az észlelések eredményeit a következő tábla foglalja össze. 
Abban x, y, z az észlelés helyének összrendezőit jelzi méterek­
ben északi, keleti irányban és lefelé mérve. Az összrendezők kez­
detpontjául a S t e r n e c k  által épített téglapillér közepe szolgál.
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A .7o ( ------—j és alatt e mennyiségek absolut értékeit ér­
tem, a y szöglet a y nagyobbodásának irányát, a A szöglet pedig 
a kisebb görbület (nagyobb görbületi sugár) irányát jeleli e szög­
leteket északtól keleten át mérve le.
X y z K H ) X
dJL
d s /1
1 +  0,1 + 8,8 -f 0,7 212,9.10 0 —38°2 88,2.10 9 — 90°2
°1 — 104,4 — 37,8 +6,8 167,7.10 9 _7 4°o) 668,7.10'° +  28° 1
3 — 90,!) +  150,3 ? 603,2.10“ 9 —34°9 907,4.10“ ° —100°n
4 +  100,0 + 1,7 + 5 ,4 173,8.10“ ° +46°2 183,2.10 9 — 165°4
5 +  53,9 + 1,0 +  1,7 154,6.10'-® —23ü3 96,8.10 9 — 153°9
6 — 66,3 + 7,8 +  2,8 401,7.10“ 9 —32 "'2 101,0.10“ ° — 10°4
Ez adatokból és ábránkból, melyen az észlelés helyein a ne­
hézség nagyobbodásának irányai nyilakkal vannak jelelve, ki­
tűnik, hogy a nehézség a plató széleitől befelé nagyobbodik, nem 
pedig fordítva, mint azt S terneck a maga megfigyeléseiből kö­
vetkeztette. Ha hozzáteszem, hogy a módszeremmel nyert adatok 
olyan egyes adatok középértékei, melyek között egy százalék­
nyi eltérések alig fordulnak elő, mig a SrERNECK-féle adatok az 
ingák lengési időinek olyan különbségeiből vannak levezetve, 
melyek maguknak az észlelési hibáknak rendjébe esnek, úgy nem 
férhet kétség ahhoz, a két ellentétes eredmény közül melyik a 
helyes. Olyan esettel állunk itt szemben, melyben az inga fel­
mondja már a szolgálatot s kell, hogy a kérdés eldöntését fino­
mabb testvérére, a torsió-mérlegre bízza. Különben is érdekes 
kis terület az a sághegyi plató. így például az annak meredek 
szélétől csak 3—4 méter távolságra eső, ábránkon 3-mal jelzett 
helyen a nehézség változása vízszintes irányban olyan nagy, 
hogy a mérleg is megérezné.
Ha egy mérleget, melynek rúdja Va méter hosszú és a mely 
két oldalán egy-egy kilogrammnyi súlyokkal van megterhelve, 
180 fokkal a vertikális tengely körül forgatnánk, az itt akkora 
kitérést mutatna, mekkora Vio milligramm túlsúlynak felel meg.
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Ugyanazon a helyen a mérésekre használt torsió-inga lengési 
idejében, mely normális viszonyok között 890 sec. volt, 43 sec. 
különbség állott elő a szerint, a mint az a nagyobb vagy kisebb 
görbület síkja körül lengett. Egy torsiótól teljesen ment vízszintes 
rúd lengésideje e helyen 4044 sec. volna.
Az elméletből előreláthatólag az erőváltozások ilyen nagy há­
lásaival találkozunk hegyek tövénél is, mint azt a Budapest terü­
letén fekvő Szt. Gellérthegy alján is konstatálhattam.
Sokkal kisebbekek, de úgy hiszem sokkal érdekesebbek azok a 
változások, melyeket sík területeken találunk. Ezek a szemeink 
előtt rejtett földalatti tömegeknek, álláspontunk alatt elvonuló 
nagyobb sűrűségi lejtőknek, hegyeknek és völgyeknek megnyilat­
kozásai.
Budapesttől délkeleti irányban 7—8 kilométernyire fekvő 
szt.-lőrinczi kertemben volt alkalmam ilyen hatásokat meg- 
tigyelni. A nehézség változása itt, bár sík területen állunk, a nor­
mális változásnak mégis mintegy hatszorosát teszi ki és irányá­
ban is attól eltérést mutat. Milyen érdekes feladat volna, támo­
gatva geodetikai mérésektől egy nagyobb területnek, például 
a nagy magyar Alföldnek ily irányban rendszeres átkutatása 
Yragy még ennél is érdekesebb lehetne sarki expeditiók alkal­
mával a «Frum» módjára befagyott hajók közelében felállított 
lorsió-ingák megfigyelése, melyek lassú utazásuk közben jeleznék 
a tenger alatti hegyeket és völgyeket, melyek felett elvonulnak.
Lássuk most, hogy állanak a dolgok egy épület belsejében, a 
laboratóriumban. A megfigyelés ott különösen kedvező viszonyok 
között eszközölhető, s helyről-helyre változó értékeket szolgáltat.
Az épület falai s még nagyobb mértékben a pinczék üregei nyil­
vánítják befolyásukat. A budapesti egyetem physikai intézetében,
a hol ilynemű méréseket eszközöltem a hányadosra vonatkozó­
lag 5 0 .10-9 és 130.10~° között fekvő értékeket találtam. Az 
első kérdés, mely itt előáll, az : nem befolyásolják-e az aránylag 
nagy értékek laboratóriumi munkálatainkat, különösen a mérleg 
pontos használatánál. Egyes esetekben valóban előfordulhat ez,
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a mennyiben a fenti értékek arról tanúskodnak, hogy egy a Ság- 
hegyre vonatkozólag leírthoz hasonló mérlegnek átforgatása 
5— 13 ezred milligrammnak megfelelő kitéréseket adhatna. Kü­
lönben a GAUss-féle mérlegelési eljárás független az ilyen befo­
lyásoktól.
Egy második kérdés az, lehet-e a laboratóriumban az épület 
tömegei által annyira befolyásolt értékekből következtetést vonni 
a nehézség változásának azon részére, a mely az épülettől füg­
getlen, s a melyet mint emberi beavatkozástól nem befolyásoltat 
az erő természetes változásának akarok nevezni. Ugyanolyan fel­
adattal állunk itt szemben, mint mágneses méréseinknél, melyek­
nél, mikor az u. n. földi mágneses erőt keressük, a környezet 
mágneses tömegeitől kell magunkat függetlenekké tennünk.Több, 
kevesebb a közeli tömegek hatására vonatkozó számítással min­
dig lehetséges lesz ez, de e számítások nehézségeit legalább a meg­
határozandó adatok egyikére vonatkozólag az észlelés helyeinek 
alkalmas megválasztásával ki is kerülhetjük. Kimutathatjuk
ugyanis, hogy a értékére egy olyan s irányban, mely az épü-Oo
leinek egy függélyes symmetria síkjára merőleges, az épület tö­
megei nincsenek befolyással. Épületeink legnagyobb részében 
találhatunk két ilyen egymásra merőleges síkot, mely a követel­
ményeknek annyira, mennyire megfelel. Minden egyes esetben, 
különös okoskodásokkal és számításokkal kijavíthatjuk a sym­
metria hiányait.
Ezen az úton sikerült is nekem, eléggé szabálytalan intézetem
helyén a -J— természetes értékét megállapítani, s a különböző
helyiségeiben tényleg talált egymástól nagyon eltérő értékeket 
erre redukálni. Intézetem az északtól délfelé folyó Duna balpart­
ján e íolyótól 1 kilométer távolságban teljesen sík területen áll. 
A Duna jobbpartján a budai oldalon, tehát intézetemtől nyugoti 
irányban hegyek emelkednek, a nehézség nagyobbodása mégis
ezeknek irányában észlelhető és pedig =  5 3 .10~9 értéket 
éréi, arról tanúskodván, hogy a hegyek lejtőinek folytatása messze
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a földszíne alá nyúlik. Geológiai megfontolások ugyanazon kö­
vetkeztetésre jogosítanak.
Egy érdekes kérdés, melyben az itt leírt módszerek érdekes 
felvilágosítást nyújthatnak, a nivófelületek időbeli változásainak 
kérdése. Erre nyugvó, szilárdan felállított eszközöket használ­
hatunk, melyeknek érzékenységét már említett compensatorom- 
mal tetszés szerint fokozhatjuk. Ennek daczára aligha számít­
hatunk arra, hogy oly módon lehetségessé váljon azon felette 
kicsiny változásoknak megfigyelése, melyeket földünk forgása 
következtében a nap és a hold vonzó erejükkel közvetetlenül 
okoznak. Legalább egy város nyugtalan területén felállított esz­
közök erre bizonyára nem alkalmasak. De azok a változások, 
melyek akár kosmikus, akár földi erők folytán magának a föld 
tömegének eloszlásában előállanak, igen sok esetben jól meg­
figyelhetők. A tengerek vizének dagálya és apálya, a folyók és 
tavak szintjének ingadozásai, földalatti vizmedenczék megtelése 
és kiürülése, a földtalajban visszatartott víz mennyiségének válto­
zásai, a földrengések folytán beállott tömegeltolódások, a conti- 
nentális emelkedések és sülyedések mind olyan változásokat 
okoznak, melyek a megfigyelés körébe vonhatók. Például a Duna 
emelkedését és sülyedését partjától 100 méter távolban jól Ind­
iain megfigyelni s megvalósítottam eszközömnek oly fokú érzé­
kenységét, hogy az a tengtr partjától 1 méternyire a közép víz­
szintnek 1 milliméternyi emelkedését egy félpercznyi szögkitérés­
sel tudja jelezni. Egy milliméternyi eső vize a földtalajában 
ugyanilyrendű változást okozna. Valóban sok érdekes tennivaló 
van még e téren.
Kutatásaimnak két olyan eredményéről kell még beszámolnom, 
a mely a nehézség fő tényezőjének, a tömegek vonzó erejének 
általános jellemzésére szolgál.
Az egyik arra a kérdésre vonatkozik: független-e a vonzó erő 
a  vonzott tömeg anyagi minőségétől ? Ismeretes, hogy B e s s e í . 
ingáival a függetlenséget különböző anyagokra vonatkozólag 
mintegy egy százezeredig terjedő közelítéssel mutatta ki. Én 
tovább mehettem. . . ' _
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Gondolatmenetem röviden a következő : Valamely test nehéz­
ségét a föld vonzása és a középpontfutó erő eredőjének tekint­
vén következik, hogy ha a vonzás különnemű anyagokra külön­
böző volna, úgy a nehézség nivófelíileteinek különböző anya­
gokra ugyancsak különbözőknek kellene lenniük. Egy rúd két 
végén alkalmazott különböző anyagú testek nehézségei ez eset­
ben (eltekintve az sequator és a sarkok kivételes helyeitől) a 
torsió-ingában csavarodást létesítenének. Ez a csavarodás a rúd­
nak két kelet-nyugoti állása között a torsió-inga szekrényének 
180 fokkal átforgatása közben volna megfigyelhető. Az erre vo­
natkozó kísérletek eredménye negativ volt s azt mutatta, hogy a 
kérdéses különbség üveg, sárgaréz, antimonit és parafára nézve 
semmi esetre sem lehet nagyobb mint a nehézségüknek egy húsz- 
milliomodrésze, a levegőre nézve pedig mint annak egy száz- 
ezeredrésze. Ez utóbbi eredményt légüres üveggolyók segélyével 
állapítottam meg. Megjegyzem, hogy e mérések, melyeket mód­
szeremnek úgyszólván születési idejében s így kezdetleges esz­
közökkel végeztem, nem érték még el érzékenységük tekinteté­
ben az elérhető határt, s folytatásuk még kívánatos.
Egy másik már sokszor felvetett kérdés az, módosul-e a vonzó 
erő nagysága az egymásra ható testek közé helyezett tömegek 
által? L. W. A u st in  és G. B. T h w i n g  1897-ben felfrissítvén e 
kérdést, olyan megfigyelések eredményeit közölték, melyekkel ki­
mutatják, hogy néhány cm. vastagságú ólom, higany, víz stb. 
lemezek V b százalékkal nem módosítják a rajtuk át történő von­
zást. ily rendű hatások különben amúgy sem várhatók, mert 
magának a nehézségnek zavaraiban, sőt csillagászati jelenségek­
ben is kellene nyilvánulniok. fi kérdésben a negativ eredmény­
nek jelentőséget csak a sokkal pontosabb igazolás adhat. Ilyent 
szolgáltai torsió-ingáim második typusának (lógó-súlylyal) meg­
figyelése napkelte és napnyugta idejében, ha az inga rúdját a 
napkeltének, illetőleg napnyugtának irányára merőlegesen állil- 
juk. Ilyenkor ugyanis a lenyugvó nap valamely pontjából az inga 
felső és alsó súlyához húzott egyenesek különböző hosszaságú 
részeikben haladnak át a föld testén. A mikor például a felső
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súlyból a nap egy pontjához húzott egyenes a föld felületét épen 
még érinti, az alatta egy méterrel mélyebben fekvő pontból 
ugyanoda húzott egyenesnek már több mint 7 kilométer hosszú 
darabja esik magába a földbe. Ha a földrétegek, melyeken át a 
vonzás történik, azt érezhetően módosítanák, úgy e hatásuknak 
az ingarúd kitérésében kellene nyilvánulnia. Számba vetve a 
használt eszköz érzékenységét, megállapíthattam így, hogy a föl­
dünk felső rétegeit alkotó anyagok egy kilométer vastagságban 
nem módosítják a napnak rajtuk át történő vonzását még egy 
százmilliomodrészszel sem. A mit a nap vonzására nézve talál­
tunk, azt bátran kiterjeszthetjük más égi és földi testek von­
zására is.
A földi m ágnesség változásai.
Az erő változásainak lemérése abban az értelemben, mint azt 
előbb a nehézségre vonatkozólag kifejtettem, mágneses erőkre 
nézve is kivihető. A mérésre szolgáló módszereket előbb idézett 
értekezésemben írtam le, azoknak részleteibe itt nem bocsát­
kozhatom. Megjegyzem azonban, hogy az ilyen méréseknél az 
erők kicsinysége miatt eddig nem érhettem el az érzékenységnek 
olyan fokát, melylyel a normális változásokat úgy, mint azokat 
mágneses térképeinkből megállapíthatjuk, nemcsak kimutatni, 
hanem lemérni is tudjam. A tényleg eszközölt mérések azonban 
azt mutatták, hogy a legtöbb esetben ezeknél sokkal nagyobb 
változásokkal van dolgunk, melyeknek meghatározására az eljárás 
érzékenysége több mint kielégítő.
A feladat ez esetben is az erő vagy helyesebben intensítási 
összetevők X, Y, Xdifférentiálhányadosai nak meghatározása. Ezek 
közül ebben az esetben a torsió-mérleg segítségéve] hatot hatá­
rozhatunk meg, ú. m .:
OX ß X  ßX_ d Y  OY d Y
dx ’ dy ' Sz ’ ßx ’ ßy ’ ßz
Az a szembetűnő előny, hogy itt a ßX  . .O Y  ,— — es - - - hányados érte ßx ßy
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keit egyenkint lemérlietjük, nem pedig csak különbségeiket, mint 
a nehézség esetében, a mágneses erők azon sajátosságából ered, 
hogy térbeli változásaik az egész mágnes testére ható translato- 
rikus erőt eredményeznek.
A potentiál feltételezésétől független alakban soroltam fel a 
differentiálhányadosokat. Azon kételyekre tekintettel tettem ezt, 
melyek különösen újabb időben merültek fel az iránt, van-e egy­
általában a földi mágneses erőket létesítő összes tényezőknek 
potentiáljuk. Habár e kérdés nincs ez ideig szigorúan eldöntve, 
annyit állíthatok, hogy az egész erőnek csak egy kicsiny része 
lehet az, melyre nézve a potentiál létele kérdésessé válik. Maga 
az itt tárgyalt mérési módszer is szolgáltathat egy adatot a kér­
dés eldöntéséhez, mert segélyével megállapíthatjuk, elég van e 
téve a potentiál egyik feltételének, a
d X  d V
dy dx
egyenletnek.
Eddig végzett méréseim pontosságának határán belül azt iga­
zolva találtam.
Potentiált tételezve fel, a mi talán csak a közelítésnek egy 
fokát jelenti, a felsorolt hat differentiálhányados a hiányzó há­
romnak értékét is megadja, s így az intensítás változásainak kér­
dése magával a torsió-ingával végzett mérések útján teljes meg­
oldást nyer. A nivófelületek és az erővonalak görbületeinek, 
vagy az isogon, isoklin, isodynám vonalak irányának és gradien­
seinek meghatározása az észlelés helyén ezek után csak a szá­
mítás dolga.
A módszerek kipróbálása czéljából intézetem belsejében és 
künn a szabadban említett kertem sík területén végeztem méré­
seket. Erre használt eszközeim érzékenysége akkora volt, hogy 
az intensitás változását centiméterenkint egy százmilliomod 
0. G. S.-sel közel egy percznyi kitérésekkel jelezték. Bent az épü­
letben 30—50 foknyi, a translatorikus erő által létesített kitéré­
seket, a szabadban körülbelül 1/a foknyiakat figyeltem meg., 
E magukban álló, csak egyes helyekre vonatkozó adatokból tér-
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mészetesen nem vonhatunk még le újabb általános érdekű követ­
keztetéseket. Különösen az, a mit az épület belsejében találtam, 
csak constatálása volt a téglából épült falak azon feltűnő hatá­
sának, melyet Koherausch localvariométerének segítségével is 
kimutatni tudott. Milyen érdekes volna azonban valamely rend­
ellenességeiben feltűnő területnek, minő például az újabban 
E. Leyst által a kurski gouvernementbén feltaláltnak, rendsze­
res átkutatása az új módszerekkel. Különösen érdekesnek mu­
tatkozik azonban a mágneses erő időbeli változásainak ilyen­
nemű vizsgálata.
Földünket elektromos áramok fogják körül, s azok a tényezők, 
melyek az áramok irányát és intensítását megszabják és módo­
sítják, nagy részükben bizonyára localis jellegűek. Ilyenek a 
mágneses kőzetek hatásai is, úgy hogy a mágneses erő azon vál­
tozásai mellett, melyek nagyjában a földnek minden helyén 
közösek, bizonyára fellépnek még olyan localis változások is, 
melyek eddig megfigyelhetők, vagy legalább jól elkülöníthetők 
nem voltak.
Hónapokon át fotográfiái úton registráltam intézetem egy 
helyiségében az egy mágnesre gyakorolt translatorikus erőnek s 
ez által a mágneses intensitás térbeli változásának ingadozását. 
Meggyőződhettem arról, hogy ez ingadozásnak bizonyos szabá­
lyokat követő napi járása van, mely eszközömön 10—20 percznyi 
kitérésekben nyilvánult. Ezekből a város közepében tett meg­
figyelésekből azonban korai, sőt hibás volna a szabad természet­
ben végbemenő folyamatokra következtetni, a mi már abból is 
kitűnik, hogy diagrammjaim a vasárnapokat és ünnepnapokat is 
különös jellegű görbékkel jelezték. Azok a mondhatnám tech­
nikai áramok, melyek ma a nagy város talaját keresztül-kasul 
járják, a természetestől nagyon is eltérő viszonyokat létesítenek. 
Ilyenektől ment zavartalan talajon felállított observatoriumok 
feladata lehetne, ilyen megfigyelésekkel foglalkozni.
ADALÉK AZ INTERPOLÁCZIÓ ÉS A PARCZIÁLIS 
TÖRTEK ELMÉLETÉHEZ.
A következőkben expliczit képletben megoldását adom a ra- 
ezionális egész függvények interpolácziója problémájának, a mely 
legáltalánosabb alakban így fogalmazható :
Képezzük azt az f(x) legfeljebb kt +  k2 H------1- kn — 1 -edfokú
raczionális egcsz függvényt, am ely a következő /.'i+A:2d-----1-k„
feltételnek eleget tesz:
Ily általánosan fogalmazza a problémát. M a r k o f f  is Differen­
zenrechnung czím alatt német nyelven megjelent munkájában,* 
az f(x) függvény együtthatóinak meghatározására azonban csak 
egy rekurzív képletet állapít meg** s a problémának expliczit 
képletben való megoldását csak nehány egyszerű specziális eset­
ben adja. Bár a rekurzív képletek is teljes megoldását adják a 
problémának s a gyakorlati számítás igényeit is teljesen kielégí­
tik, mégis mindig haladást jelent a mathematikában, ha vala­
mely problémát expliczit képlettel oldunk meg, minthogy az ex­
pliczit képletből igen gyakran oly további eredmények olvashatók
* Az o r o s z  e r e d e t ib ő l  fo r d íto t tá k  T h . Er ie s e n d o r f f  é s  E. Hrl'mm (1 8 % ,  
T e u b n e r ) ;  1 -ső  la p .
**  1. c . 2 . la p .
1)
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k i ,  a  m e l y e k h e z  r e k u r s z i v  k é p l e t e k  s e g í t s é g é v e l  n e m  j u t h a t u n k  
e l ; e l é g  m e g e m l í t e n e m  p é l d a k é p e n  a  L A G R A N G E - f é l e  i n t e r p o l á c z i ó  
k é p l e t e t ,  a  m e l y  a z  i t t  t á r g y a l t  p r o b l é m á n a k  a m a  s p e c z i á l i s  e s e ­
t é t  o l d j a  m e g ,  m i d ő n
l‘ \ - keg ~  • r —  ]tn =  1 .
K ü l ö n b e n  a  l e v e z e t e n d ő  k é p l e t e k n e k  m i n d j á r t  e g y  f o n t o s  a l ­
k a l m a z á s á t  i s  b e m u t a t o m  : h a  u g y a n i s  e x p l i c z i t  k é p l e t ü n k  v a n  a z  
f ix )  s z á m á r a ,  e b b ő l ,  é p  ú g y  a  m i n t  L A G R A N G E - f é l e  i n t e r p o l á c z i ó  
k é p l e t t e l  a m a  r a c z i o n á l i s  t ö r t  f ü g g v é n y e k  p a r e z i ú l i s  t ö r t e k r e  
b o n t h a t ó k ,  a  m e l y e k  n e v e z ő j é n e k  c s a k  e g y s z e r e s  g y ö k t é n y e z ő i  
v a n n a k ,  l e v e z e t h e t ő k  a z  á l t a l á n o s  r a c z i o n á l i s  t ö r t  f ü g g v é n y e k  
p a r c z i á l i s  t ö r t e k r e  b o n t á s á n a k  k é p l e t e i ,  m é g  p e d i g  s o k k a l  r é s z ­
l e t e s e b b e n  k i s z á m í t o t t  é s  t a l á n  h a s z n á l h a t ó b b  a l a k b a n ,  m i n t  a z  
á l t a l á n o s a n  i s m e r e t e s  e r r e  v o n a t k o z ó  k é p l e t e k . *
A z  f ix )  m e g h a t á r o z á s á n á l  a z t  a z  á l t a l á n o s  g o n d o l a t m e n e t e t  
k ö v e t t e m ,  a  m e l y e t  a  L A G R A N G E - f é l e  i n t e r p o l á c z i ó - k é p l e t  l e v e z e t é ­
s é n é l  s z o k á s  k ö v e t n i , * *  u g y a n i s  e l ő b b  m e g g y ő z ő d ü n k  a r r ó l ,  h o g y  
p r o b l é m á n k n a k  e g y  é s  c s a k  e g y  m e g o l d á s a  v a n  s  e n n e k  a l a p j á n ,  
a  m i n t  l á t n i  f o g j u k ,  a  m e g o l d á s t  e l ő  i s  á l l í t j u k .
L f o g y  a z  1 )  a l a t t i  f e l t é t e l e k  a z  f ix )  k t -\-k%-\--------- \-kn- - 1 - e d f ö k ú
f ü g g v é n y t  v a l ó b a n  e g y é r t e l m ű e n  m e g h a t á r o z z á k ,  a z  k ö v e t k e z ő ­
k é j j e n  l á t h a t ó  b e :
L e g y e n
f ix )  =  Ű Q + u ^ + a ^ - ) -----------\-aN-\X N' r
é s  í r j u k  k i  r é s z l e t e s e n  a z  1 )  a l a t t i  f e l t é t e l e k e t :
* A levezeten dő képleteknek ez alkalmazására Iíados tanár ú r  figyel­
m eztetett s ö ajánlotta az f  (x) m eghatározásánál követendő gondolat­
m enetét is.
** L. Weber, Algebra I. k ötet I. kjadás, 99. 1.
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«0+«f- öi .r* + -. . _|~ Cl; x JJ r + aj+ 1 a;-'+1 + ••'• + «AT-I ÍC* ' 1 == WK)
«1 + 2<vr,. + --• + ./ njoeJ-'l + O'+l) %+i +'' I,._r (íY— 1) c iN -ta :? -*  = u ri
+  ]'■ «7 + j! ( JT ) c«j+i x,. +•■■•+ ./!! (A • 1 ) <%-l " í ' 1 = «rj
a i)í öfcr-1 + •■• + &•- D!
A' 1
1 (A- 1 ) a’iV_fc'' = “rtr-l
Ez egy linear egyenletrendszer az
(/•=!, 2, . . . , n)
Uq* 2^» • • • » .^V—1
mennyiségekre vonatkozólag, a melynek determinánsa:
1 3?,. .X'2 . . X j x j + l x l + i  . . . a ^ _1
0  1 2a.',-. - . i x { r ' O’+ i )  ** ( , /+ 2 )  jc*+‘ . • • (AV 1) < " 2
l )  = 0  0  . . . 0 ./!  j ( / ■ + ‘ ) x , r . 7 l ) *;v _ w
0  0  . . . 0 0 _____ ................... 0 ( * r - l ) !  • - . (/.V— 1) £ = ! ) « ? - * ■
0- 1,2,...,»)
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A I) determináns hasonló módszerekkel, mint a milyeneket 
legközelebb más determinánsok kiszámításánál be fogok mutatni, 
kiszámítható; a számítás a Math, és Phys. Lapokban is meg­
jelent : * e számítás alapján :
n
I) =  II (kw- 1)! (kw- 2)! . . . 3! 2! // (xt - x s)ktk, 3)
w= 1 C>s(í, 8=1, 2.......n)
Ha az .r-ek egymástól különböző számok D nem lehet zérus, 
tehát az 1*) alatti egyenletrendszernek a 2) alatti mennyiségekre 
vonatkozólag egy és csak egy megoldása lehet, az 1) alatti fel­
tételek tehát egy és csak egy legfeljebb /»h+fc2-}------\-kn— 1-edfokú
raczionális egész függvényt határoznak meg.
Miután erről meggyőződtünk, maga f{x) a következő meggon­
dolások alapján állítható elő: csatoljuk az 1*) alatti egyenlet­
rendszerhez a következő egyenletet:
a0+ a ix+ a^ca+  ■: -+ aN-\XN~X =  f(x)
az így bővített 1*) akkor egy homogén lineár egyenletrendszer 
lesz a következő mennyiségekre vonatkozólag:
((0, ®i, flj, • • •, (is—1> 1 •
Erről az egyenletrendszerről tudjuk az előbbiek alapján, hogy 
mindig megoldható, determinánsa tehát zérussal egyenlő, azaz:
* L. Here Manó VII. kötet 115. 1. Az ott használt eljárást legelőször 
Baueü Mihály alkalmazta a D determinánsnak ama specziális esetben való 
kiszámítására, midőn á1= k S!=  ■■■kn= 2 (1. Math. Phys. Lapok, II. kötet, 171. 
la p ); e determinánst továbbá Markoké is kiszámította idézett művében. 
(168. 1.) •
n o n ZEMPLÉN GYŐZŐ.
f{oc) 1 X x2 . x-i x -i+1 . •X-V- 1
Ur0 1 x r X2 .r . . X-> x J +1 .r  r ** r
Uri 0 1 °2X,. . ■■ j  u -J - ' O'+l) x-i . (2V— 1) x ^ ~ -
Uri 0 ü 0 . o • +
 
.
■'i ■ ■ )'■ (a 7 ‘)
x N - i-1 = 0  4)
' .1 1
/iV—1\
Urkr -1 0 0 0 . . . 0 0 . . .  (Ä;r—1)! . . . (k,— 1)! U - i )
x N - k r
r
0-1. 2.......n)
Ha a bal oldalon álló determinánst első oszlopának elemei 
szerint kifejtjük, f(x) számára a következő alakot kapjuk:
fcr-i n A .
f ( x ) = - 2  2  5)
j=0 r=1 IJ
Arj itt v rj  aldeterminánsa a 4) alatti determinánsban; látható, 
hogy f(x) aldeterminánsa maga D s ezért kerül a nevezőbe az 
5) alatti képlet jobb oldalán.
f(x) meghatározásának problémája ez által az A rj aldeler- 
minánsok meghatározására van visszavezetve, a melyek követ­
kező szerkezetűek:
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A,.j részben ugyanoly módszerekkel számítható ki, mint a hogy 
B e k e  a D determinánst kiszám ította; legyen ugyanis Á rj ama 
determináns, a melyet A^-ből úgy kapunk, hogy az x r-\ tartal­
mazó sorkomplexust a következő sorokkal pótoljuk :
1, y 0> :'/o- • ■
1, 2/i» V v  ■ ■- » 2/f 1
1, yj-i> nU >  ■ ■• • - y f - i
1, yj+ 1. y j+ v  ■ ■• • > y"+11
1, ?/m j y*m’ •• •> 2/m"1
a hol m  =  kr—1 és az y -ok új határozatlanok.
Ezzel az A'rj determinánssal az A rj a következő összefüggés­
ben van :
(—l)*i + *« + — + *r_1+í + l Ayj =
di+*+"•+i—l+j+l+j+t+ — + kr—í
d y jz ld y jU d y j l f .  . . dymm
vo=?y.=• • • =-■=y„rxT
6)
A'rj pedig ugyanúgy számítható ki mint I). 
Legyen:
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1 X Í C 2 í c ^ - 1
1 OCi X*t
1 ( X i + h ) ( X i + h ) 2 ( X i + h ) " - 1
1 (X j+ % h) ( x - i + 2 / i ) 2 ( £ C i + 2 f e ) j V _ t
1 (űCi+jih) (X i+ j ih )* (X i + j ; h ) X- í
1 X i + ( k i —  1 )  h ( X i + ( k i - í ) h y . . ( X i + i k r - í ) } ^ 1
1
B r j = \
Vo v l V o ' 1
: 1 V i - i y U y f - i
1 !1j+ 1 — 
tö 
+ y N - i
1 V k r - l V k r - l 1
! 1 Xi x f . X | v ~ 1
l X t + h (X i+ h )* ( a ? í + ^ ) i V - 1
1 X i + ( k t — i ) h ( x i + ( k i — 1 )  h)'1 .  .  ( » , + ( * , - D f e ) * - 1
( i = 1 ,  2 , . . . , r— 1  ;  l=r+l,  r + 2 , .  .  ,  n )
Tekintettel arra, hogy B rj identikus átalakításával elérhető, 
hogy az Xrt  tartalmazó sorkomplexus (/,■ +  l)-edik sorának 
(/>/,-+- l)-edik eleme
ji
(x i+.hh)mi~  v í ) +
+ j )  (X i+ Ü i-V ) h) i y ta ? t
legyen, és arra, hogy
b%nA =  ,]y m'
hh  //t=o dxji
Muthenuitikai és Physikui Lapok. IX.
TOi
ji
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belátható, mivel ugyanez az Xi-t tartalmazó sorkomplexusra is
áll, hogy
V — Brj
r- 1 h
■* ----- 5------
í r 1
n fc,(fc,-l)
l=r+ 1 /i=0
7)
R,.j pedig egyszerűen kiszámítható, minthogy egy közönséges 
VankerMONDE-féle determináns:
B r j =  n (r\ k w- \ ) \  {kw - % \ .  . .31 2 !.
w=i
(xw—x ) ( x w+ h — x ) ( x w+ % h — x ) . . .  ( x w+ { k w— l ) h —x)
n . . kw—1
77 f i  ( x iw (xv,-\- jwh)) (oCiw-f- li {ocw • • •
i w = w  + 1 j i o = 0
• • • { x  iir +  {k'(U 1) h  (Xiu i ./ /# > h )) •
J (//n. ?/i. • • • - Vj-i, ///+i, • • • . ?/fcr-i)-
( _ i)(t,+k,+-+fcr-i+i) [ ]U ) (x— y u) í ] (r) 11 ( x v -\-jvh — y u)*
u = 0  ?t=--l j v = 0
B rj-ben h kitevője épen
úgy, hogy
^  k i jk j-V  , ^  M ftr-1)
G) "* ű)
/ - I  -  l « r + l  ^
_ | ' . = =  ^ ___I y i c r  — 1) ( k i  +  fco H--------1-/v‘r - i  + 1 )
í r  (kw 1)! (k„,—2)! . .  . 3! 2! (íc,„ -x)k*
10  =  1
f1(r) (X ,  - X x)ktk,  J  (f/0 , / / , ,  y i --------- í/y_! , .í/j+1, Hm)-
t>s
t , ,9=1, 2 , . . . »  n
m
n{i){x -yu) (x{ yH)k* (a?2— . . .
11 = 0
. . . (.X,. _ j -l/u)kr-1 {Xr+l — ?/u)*' + 1 • • ■ fan—yu)kn ■
* n<r> =  II : n 1^ -nek  analóg a je len tése  ;
w = l w = l , 2 , — l , r + l , . . . , n
J  (2/o» 2/i» • • • » V j —\  1 2/j+n • • • , ?/,„) az y-oknak VANDERMONDE-féle determ inánsa.
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Bevezetjük a következő je lö lé st:
(x- y)(ocl—y)k' (.r2—y)k*. . .
. . .  (xr- \  -?/)**-* (av+1 -y)kr+1(xn—y)kn — <pAy).
E szerint:
( __ ] )(kr-1) (fc, + + - + kr +1) =
=  n(r) (kur -1)! {kv,—2)! . . .  3! 2! ( 8 )
m/=1 ' V ' y=x
//<-•> (.«, -.*s)fcA  <pr{yü) pAiii). . .  (pr(yj-1 ) <pAyj+1 ) • • • í»r(?/m)
t>s
t, s = 1, 2, . . . , n
vagy röviden
A'rj=Md</’ . . . 4>j-l<pj+1 • • • 8*)
a liol M /l',7-nek az //-októl független része, míg
és
J  =  J  (*/o- 1/i. ?/*> • • • , ?/j + l , • - • , //m)
=  <Pr('!lu) (“=°> b*...... J-l.J+1.......»»)
Hogy B '.j-ből 6) alapján .4rJ-t  magát megkaphassuk, végre kell 
hajtanunk a
Crj =   ^^02 • • • Ä-l^i+l • • • <pm
kifejezésen a szükséges differencziálásókat, tekintettel arra, hogy 
<pu csak yu-tói függ, a többi y -tói azonban független; legyen 
rövidség kedvéért:
29*
,, . d>‘d’u
y« dyv
J  U
és
j  __ __ di'+i»+~+ij-i+%»i+"-*in
'■'a ■ • ■ ‘j-i 'j+i- • • , / , / / ,  _ rf)/y-idyjt** .. . th/*“
Crj-t  differencziálnunk kell:
ZEMPLÉN GYŐZŐ.: í 9 6
egyszer ? / , ,  í/ 2 , . . • > d j - i >  V j + 1> d j + 2 ,  • • . ,  i / m  szerint ( i )
« ?/->, • •■ *> V j - í j  V j + i j V j + 2 > • • • > H m « • ( 2 )
s í. t.
egyszer 2/7-1 < 2/7 + 1 j  2/í+2> • • • 5 l f m « (.7 — 1 )
« 2 / 7 + i > 2/7+2» • • • > l f m « ( 7  +  1 )
még egyszer 2 /7 + 1  > 2 / 7 + * >  • • • > ? / m « u ' + i y
« 2/7+2, - • • ? l f m « ( 7 + 2 )
S í. t.
egyszer U m « ( m )
Az (1), (2), . . . (m) differencziálásokat egy és ugyanazon kép­
let, szerint végezhetjük; ugyanis mindig oly kifejezéseket kell ni' 
változó mindegyike szerint egyszer differencziálnunk, a melyek 
w '+ 1 oly tényező szorzatára bonthatók, a melyek közül egyik 
mind az m! változónak függvénye a többi m' tényező pedig egy- 
egy változótól függ.
Az általános képlet, a mely szerint e differencziálásokat tör­
ténhetnek, a mint közvetlenül belátható, a következő:
C<r>= d™-1 C
rj (,V\ dfk ■ ■ ■ dyj-idyj+l . . .  dym
=  . . . <f)j-i^j+1 . . . (p'm + ■ ■ ■ <P'j-Kf’j+l■ ■ ■ <p'm +
°Hi
+  yfk  •P'lM'a ------f  ^  • V'm +
d*A /'
+
du
dy i% 2. . .  dyu - + l ■ ■ ■ $ -!$ + !  ■ ■ ------h
+  H A * . . :  w ,„1 ,* .,.  • • •
vagy összegezési jelet használva:
=
*  ( ó n , h j —i  > í ' i j + i f » »  ' i w = 0 , 1)
dinhv • • • * 1 bj+i • • •
^2 b«> . / A( l ~/ A( l  —ii;/+i) jAt—hm) ‘.} — 1 M + l ‘ "  'm
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A (2), ( S 1), (./+1), ( ./+ !) ',• • • ,  0«) alatti differen- 
eziálásokat ugyané képlet szerint ennek az összegnek minden 
egyes tagján elvégezhetjük, s azt kapjuk, hogy mindé differen- 
cziálások elvégzése után C^-ből lesz :
£
1 i l j - l i * l j + l , *lj+2> *l»í>
i * 2 j - l , *3j + l » *2 j  + 2> • i%m,
Ú -iJ -i., y - i j + i * ij-ij+ 2, • ij-lHl,
v;+i j +i  ■»y + ij+ 2 , •• ij+1VIt
1 ?j + l j  + 2 » • ^j+i m »
y+2j+2, .. ij+2m,
imm—0, 1
^ 1J > ^12 I ^22) • • • j * i  j - 1+ * 2  j - 1H-------- H i j - 1 . / - 1 , h  j + 1+ H  j + 1 d----------h
+ ij - 1 j + 1 +  i j + 1 j + 1+ i'j+1 j + 1 > 0  j + 2 H---------h  h  - 1 i + á + h + 1 / + 2+
+  h>2./+2) ■ • •> Omd^r/íd------hh'-im 'dh+im d-
d" {j +1 md"’’ +  díü
— j> ^ ~  (^ '11 " ^ 1  2 ))
//>(j ~  1—(®ij—1-+— ^ i j - i j - i )) +  +V-1J+1 + V+2j+i + 7’j+i í+ i ))V;-l + 1
------ ^  Ő '- l  j + 2  +  V  + l  j  +  2 +  ? j  +  1j + 2 +  Í j + l j + 2  ))
,^(?W—(iim t--- h ij - i  ni-< ij+1wi + ij+1 m+ ij+2//1 d----h immí)
összevonva az egyenlő tagokat, könnyen belátható, hogy a kö­
vetkező kifejezéshez jutunk:
1  2  j — 1  ) + l  1 + 2
q f . 2  . 2 - . . . • 2  . 2  . 2 . . .
Í j —0 í j —0 Íj—i —0 ?j  +1 =  0 Íy' + 2= 0
. .  3  ( M í 2 l . . ( ir 1U / + 1 )í-(+ 2 ) . . . í m
i m = 0  '  * 1  * 2  '  i j  - 1  '  ?j ' + l  '  i j + 2  '  i m
d i l h -  ■ ■ Í j - l i j + l i j + i  ■ ■ ■ ' in  ' e l  • • •
V - i ) / A ( Í  +  1—* j+ i)  ( A U + 2 —i/+ 2 )  J j O n — i m )yJ-l rj + 1 Vj+2 * * • rw
Most már tehetünk CW-ben az összes y-ok helyébe í/r-t, hogy 
a 6) és 7) alapján A,7- t megkaphassuk. C/j™1 összes tagjai közül az
i / o — 2 / t —  ’ ‘ ‘ — V j ~ l  — V j + 1 —  — | / m — x r 10)
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helyettesítés után egyetlen egy lesz a zérustól különböző; ha ugyanis J i1i,...y_,»/+1.„im-ben két i egy­
mással egyenlő, vagy valamely i —0, akkor
( 4 , í ,  . . .  i j-1 tj+ 1  . . .  Í m ) y u =mXr  =  '  *
(M=0, í, 2,..., j-1, J + l m)
Ez közvetlenül világos, ha a difíérencziálásokat J-nak determináns alakján végezzük, a melyben 
minden sor elemei csak egy y-t tartalmaznak s ugyanaz az y két különböző sorban nem fordul elő. 
A zérustól különböző tagot C,”í) ama tagja szolgáltatja, a melyben d-nak következő differencziálhánva- 
dosa fordul elő:
J  =  -dl, 2, 3, . 7 + 1,. . .  , m—1 —
1 o © t
i. uJ-i
.70 >Á yJo+1 ■ <C_1
0 1 ! . . . (./— 1) J/f"4 j i / r 1 O + i)  y{ ■ (m—Í) j/”*-2
0 0 . . . . 0 0  — 1)! 1) 2/i-i ( • o - d O T O 1) ^
0 0 . . .
o©
./!
0 0 . . .
©© 0 0 + 1 )!  • ■ c i + i ) i ( ” + i )  s r . ? - ’
0 0 . . . .  0 0 0 0 . . . . ( m— 1)!
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=  1! 2! 3 ! . . .  ( j—1)! ( ,/+ l) ! • • • (to— 1)! a 10) alatti helyettesí­
tés elvégzése után is ; J-nak többi oly Chra)-ben előforduló difife- 
rencziálhányadosai, a melyekben az összes i-k egymástól külön­
bözők csak ennek a J'-nak differencziálhányadosai lehetnek az 
is <  s (s =  l, 2, . .  . ,  j  — 1,./+1, ..  . ,  ni) feltételek folytán, J '  azon­
ban az i/-okat már nem tartalmazza s igy összes differencziál­
hányadosai zérussal egyenlők. (+ n)-ből tehát a 10) alatti helyet­
tesítések után valóban csak egyetlen tag marad meg, még pedig 
a következő :
2
2
j+ 2  j _
9 ! 3 ! - ‘» ( I X ä U ä / — V.Í-1/V i
■ ■ ■ ( , +  i + i ^ "  ' • ■ ■ ív  =
=  2! 3 ! . . . (w—1)1 m ! 1  (*>,(x,.))>-‘ (
A 6) és 7) alatti képletek szerint tehát, minthogy m = k r— 1
 ^j —:  ^ (/»A +  k t H f  A-'r-i + 1 ) H j
// 1)! 2)! . . .  3! 2 l í l (r) (x, -.r,+ k*
W = 1  t^>S
{t, 8 =  1, 2,
/, ( ^ r )  (?>,-(av.)V(f,r(®r))fc' - , -í II)
./ • x ^  // y = x
A .f  {x) előállításánál ß  -re van szükségünk ; a 3) alatti képlet 
szerint:
J) =  II 1)! (ft,,,- 2')! . .  . 3! 2 ! //(av-®,)*“ * =
7 0 = 1  £ > «
(í, 8—1, 2, . . . ,  n)
=  (— 1 )*<- <*»+a* . + fcv-» fl  (A-,,,-1)! (ft,„—2)! . . . 3 ! 2 !
w = l
tehát:
n
t> s
(t, s = l ,  2 , . . . ,  n)
r<r) (ást-ag,)^ fa .f ^ (agr)
,, \  X — x r I
A ±
1) \  y  J  . zy>__/v-*lAS tAV f
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vagy a következő jelölést használva:
I j M  =  0r{y ) = {Xl- !lY-l{Xf 
. .  . (xr- i - y ) k'-t(xr+1—y)k'*'. . .  (xn —y)kn
a honnan
<p'r (xr) — — <I>r ÍXr) +  (x—xr) <P' (Xr)
Aris ha végre-----j j -  =  arj az 5) képlet alapján azt kapjuk, hogy :
a hol
í (X) —  Círj  urj
r = l , % . . . , n  
j = 0, 1, 2........kr-1
(X -XrV {0r(Xr) — (X—Xr)0r{Xrj\kr-Í- 1 , %
Látható, hogy arj, a mint determináns alakja előre mu­
tatja, as-ben k^-\-k^-\~"~F^n~ 1—-ZN Ledfokú.
Ez a képlet a LAGRANGE-féle interpoláczió-képletnek oly általá­
nosítása, amelyből bármely az egész függvények interpolácziójára 
vonatkozó specziális képlet azonnal kiadódik, s igy megkaphatok 
mindama képletek is, a melyeket Markoff az idézett helyen 
expliczit alakban előállít.
Fontos specziális eset pl. a következő:
Legyen
és
akkor
tehát
— •••—1%'y i—A:»
F(x) =
n
77 {Xt—x)
t= 1
1\(X) = F(x)
(xr—x)
(I>r (x) =  {Fr(x)}k 
0',. (x) =  k {  Fr ( í r ) } * - 1 F;. (x ),
(x—x ry  {Fr (xr)—k (x—xr) FKxr)}*-*-* 
j ! * {F r (xrj}*k-Ft ■ I*){Fr{x))k
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Ez a képlet n — 1 esetben megadja a véges TAYLOR-féle so rt; 
lm ugyanis h=1
/<’,(.«)=1, /'j(.r ,.)=!, K (x ,)= 0
«1./ =
{ x - - x ^ j
es
/•(a;) =  5 1 - K j Xiy f ^ { Xl).
i=0 ./ !
I la pedig ?i-t hagyjuk meg tetszőlegesnek és 1 a Lagrange- 
téle interpoláczió képletet kapjuk:
Ha ugyanis
k =  1, j  =  0 
és
/'V (a?)
tehát
/'Vér.,) ’
n /<’ ( /A
r=l ^  r {'*- r>
Legyen végre /»'=2, n= 2 , akkor megkapjuk azt a képletei, a 
melyet Markoff Differenzenrechnungjának G-dik lapján találunk 
s a melyet Markoff egy csupán
k\= ~  ■ ■ ■ = /ú—2, /q+1 =A.'(+2 =  • • ■=/i'„ =  1
esetben előnyösen alkalmazható módszer segítségével vezet le. 
Az I*) alapján ha k=  2, n = 2
te —aj,V' ... . te»—■te*«U =  — Ti— ( te i - ^ l+ S te - a s , ) ) 1- ' , , •
(x—x^y,  • t e l —aj)2 ’
«2U =  — Jj----(tel—a?2)H-2 te—a^ aj))1 -a ^ ^ 3 - ;
innen
Ax) =  te t _ ^ )8  2a?) ftel) +  [ ~ ß ^ r j  ( x ~ x í) f ( x l) +
+  (3xr  x i- /'te2) +  t e - a ^ r W
a mi nem egyéb, mint Markoff idézett tétele.
ZEMPLÉN GYŐZŐ.10-2
Az I) alatti interpoláczió-képletek a raczionális tört függvények 
parcziális törtekre bontása problémájának is általános megoldá­
sát szolgáltatják; ép úgy megfordítva a parcziális törtekre bon­
tás képleteiből interpoláczió képletek szerkeszthetők: ily úton 
állítható elő M a r k o f f  művének 6-dik lapján található inter­
poláczió képletét n = 2 és tetszőleges kt és fc2-re vonatkozólag; 
az általánosan ismeretes parcziális törtekre való bontás képletei­
ben azonban raczionális tört függvényeknek magasabbrendű 
differeneziálhányadosai fordulnak elő, a mi kezelhetőségüket 
nagy mértékben megneheziti; az I) alatti képletekben csupán 
egy raczionális egész függvény első differencziálhányadosa fordul 
elő, az I)-ből n= 2 esetére kiadódó képlet tehát készebb alakban 
jelenik meg, mint M a r k o f f  képlete; ugyanez mondható az I)-ből 
most levezetendő, a parcziális törtekre bontásra vonatkozó kép­
letekről is, az általánosan ismeretes képletekkel szemben.
Legyen
H(x) = l\x )  
0  (aj
egy tetszőleges raczionális tört függvény, a melyben a nevező­
nek gyöktényezőkre bontott alakja:
0(x) =  (£Cj — (x%—x)k‘ . . .  (xn—x)kn
Mint ismeretes R  (a?) egy és csak egyféleképen írható a követ­
kező u. n. parcziális törtekre bontott alakban:
]{(x) =
+
Kg I i_____ I _ ^ u _
x^—x  {xt —xY  (x%—x)1
K,1 , R-rt______ |________I hyl
X r — X  (X r — X f  ( X r — X ) 1
+  ••• +
+  ••■ +
___
(x2—x f ‘
Krkr , 
(xr—xf*
+  -
Kn\
( Oüyi OC)7 +
l\ „2
{xn—x f
Km 
{X'n xY
■ nkn
^  (Xn—X)kn
Közönségesen a K  számbeli együtthatókat a következő alakban 
szokás előállítani:
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( _ l ) J V - f c r + 1 Krí
1
n
l dl fjx) X 
\ d:xJ 0r ix)i x =xr II)
Az I)-bői a K-k számára oly képletet vezethetünk le, a mely­
ben a II)-ben fellépő dififerencziálások már el vannak végezve s 
csak egy raczionális egész függvény egyszerű clifferencziálása 
marad hátra.
Hogy a K-kát az I)-ből meghatározzuk, elég az
f ( X)  =  2 ,  (írj Urj
képletbe az a-knak I) alatti értékeit betenni, a kijelölt hatványo­
zásokat elvégezni, 0  (íc)-szel mindkét oldalt végig osztani és 
ixr—x) egyenlő hatványainak együtthatóit összevonni.
Az I)-ből:
( X - X ry  <fi,AX) ( i(p , )\«r-J-i
rJ j r r[ rh
^ r~ i  ~ ])(x .Cj {<P,(xr)}k,- J-* 0 , 4 ------ h
+  ( - 1 ) ; (Lr~ Í  ~ 1) ( X - x J  {0r(Xr}k ,~**t ~i {# r  («?,.)}'+• ’' +  
+  ( - l ) * " ' " 1 ( X - X r f ' - t - 1 { € ( X r ) } kr- J- 1) =  <Pr(x).
\ 0 r ( X r )  \  1 A  '' { V A x Í ) Y  +  +
+  ( +  ••• +
1 r I {<fi, (av)} 1
+  ( -1 ) * - '" 1 { X - X r f - i - 1 J  ')
{<Pr(Xr)}kr 3 '
/  (•*') _  ^  ______arJ ___  _
0(<K) ~r=l,2T..,n d > r { X r ) ( X r — X ) k r  d  ~ ~
.?'=0, 1 ,2 .........tel— r
= y-W i , (A< t Vr(a?r)
'■>./ ./! \ ^ r ( « r)(a?r-a5)fcr_j {#>,. (íc,.)}2 (.r,.—x)kr~3~i
{K í
[ ^ • ' V ' } '  + 1 { # r (Xr)}kr~*( ® r ~ /  *
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(xr- x)~l együtthatója e kifejezésben Krl; Krrt tehát megkapjuk, 
ha ama tagokat összeadjuk, a melyekben k,.—j —i = l s azután 
(xr ah'-lel végig szorzunk; a legutóbb felírt kifejezés általános 
tagját kell tehát összegeznünk i szerint O-tól /c,. — /-ig és ./' helyébe
írunk és (cpr—x)1-szel szoroznunk:
K  = ? !  ( ~ 1)"r~<~f I ‘ +  l - l \ {<Pr(Xr)Y 
á >  ( A r- l - i ) \  W - l  ‘ {<Dr{xr)}i+i
minthogy
kr—j —1 = i-\-l — 1 
és
U f k r - l - i 11*)
A H*)-ből szintén megkaphatok a parcziális törtekre való bon­
tás ismeretes specziális képletei; így pl- ha /t1——/.:2= --•= /,„ =  1 
megkapjuk az oly raczionális kifejezések parcziális törtekre való 
bontását, a melyek nevezőinek csak egyszeres gyöktényezői van­
nak, a mely képlet a LAGRANGE-féle interpoláczió-képletből is 
közvetlenül kiadódik; a képlet a következő : 1=1, i—0
K  . -  - "'<•
r K ( x r) 
és
fix) _  ” f(x r) 1 
F{x) r=l F \x r) (x -X r) '
Ha pedig n=  1 és k tetszőleges egy a véges TAYLOR-féle sor­
ból közvetlenül kiadódó képlethez jutunk; ez esetben ugyanis 
=  (xr—x)kr
<M®)= 1
0 ' r  ( X )  =  0,
tehát a II*) jobb oldalán álló összeg minden tagja 0, egynek ki­
vételével, a melyben i = 0 ;  0°-t 1-nek véve azt kapjuk, hogy
_ fix) 
{xx—x)k 7TTi-í (k
/(*-()
- l )  ! (,T ,—x)1
Zemplén u i
s miien
NÉHÁNY TÉTEL A HATVÁNYSORRÓL.
A következőkben néhány igen egyszerű tételt adunk, a mely 
egyes hatványsortipnsok összetartási sugarának megállapításánál 
sikerrel alkalmazható.
I. Legyen adva az
cc
F(x) =  ^  a„xnX (1)
n=0
hatványsor, hol A pozitív egész szám, továbbá jelentsen f(x) leg­
feljebb (A— \)-ednemü, de különben tetszőleges transzczendens 
egész függvényt. Akkor a
2 anf(n )x n* (2)
n = 0
hatványsor összetartási sugara n e m  le h e t  k iseb b  az F(x) hat­
ványsor összetartási sugaránál.
Legyen ugyanis X az /''(íc)-nek összetartási körében tetszőle­
ges hely; akkor nemcsak
co
2  i «n X \nl
n —0
összetartó, hanem a
cc co
2  ! an I | e x  K  =  2 \ an \ e”2 | X  K
n = 0  n = 0
sor is ilyen, hol e  az egységnél nagyobb, de az egységhez elég 
közel választott, pozitív szám. Ámde f(x) legfeljebb (A — t) ednemíí 
egész függvény, és így P o i n c a r é  tétele értelmében : *
lim.
X =  oc
* L. Kükschák József : «Az egyértékű egész függvények neméről» Math. 
Phys. Lap. V. évfolyam.
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hol x  tetszőleges úton közeledik a oo-hez és H  tetszőleges pozitiv 
szám. Esetünkben H  helyébe :
H  =  (log. e)
tehető, mert s >  1, és akkor:
lim.
co
fix)
g ü o g .  c) j X  j*
=  lim.
X  ~  ce
0.
Tehát, ha n >  v, (hol v alkalmasan választandó pozitiv egész
szám), akkor
I Ä . I  < 1 {n >  v),
azaz ■
| fin) | <  sn* in >  i>).
Ebből már következik, hogy a (2) alatti sor valóban mindig 
összetartó, valahányszor x  az (1) alatti hatványsor összetartási 
körébe esik.
A tételből következik:
Ha (1) transzczendens egész függvény, akkor (2) is az.
II. Tegyünk f i x ) - re nézve egy egyszerű megszorítást.
Legyen fix) i >  g ha x  pozitív és nagyobb mint h, hol g, h 
tetszőleges pozitiv állandók. E  követelés mellett — mely a szóban 
forgó transcendens egész függvények nagy osztályánál ki van 
elégítve — az (1 ) és (2) alatti hatványsorok összetartási. sugara 
egyenlő.
Legyen ugyanis x  egy tetszőleges hely az E ( x )  sor összetartási 
körén kívül; akkor nemcsak
% an i ix  y
széttartó, hanem a
2 1«»1 ! x  y
sor is ilyen, hol rj az egységnél kisebb pozitív szám. 
De minthogy
lim. r/,Á =  0,
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azért az f(x)-re nézve tett megszorítás mellett az n eléggé nagy 
értékeinél
| fin). >  r/'\
Ennélfogva
2 1 11 A22) 11 «  K
is széttartó. A hatványsor ismeretes tulajdonságainál fogva tehát 
a (2) alatti sor összetartási köre nem is lehet nagyobb az (1) 
alattiénál.
Ha i = l ,  a tételt így fejezhetjük ki:
II. A) A
co
2  anx n
n — 0
és
co
nf(»)íC”
n=0
hatványsorok összetartási sugara egyenlő, ha f ( x )  a mondott meg­
szorításnak alávetett 0-odnemű transzczendens egész függvény.
E tétel ismételt alkalmazásával könnyen jutunk a következőre: 
A
co
2  anx n
n=0
és
2  an R  (f(n)) x n 
»1 =  0
hatványsorok összetartási köre egyenlő, hol R tetszőleges raczioná- 
lis függvény (melynek azonban az f(n) értékektől különböző pó­
lusai vannak) és f(x) megint a mondott megszorításnak alávetett 
egész függvény.
E tételek sok — a függvénytanban fellépő — hatványsor kon- 
vergenczia-sugarának meghatározására alkalmasak. Itt csak két 
egyszerű alkalmazást említünk:
Ha a II. A) alatti tételben :
f(x) — x,
2 x n
n=0
407
akkor a
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geometriai haladványból kiindulva a
2 f í { n ) x n
n=0
hatványsorok konvergenczia-sugarát 1-gyel egyenlőnek találjuk. 
Vagy ha
f(x) = x ( x — 1) . . .  (x— k-\-1), 
akkor a II. első tételének alkalmazása a
2  X"
n —0
tetszőleges hatványsorra az ismeretes elemi tételt ad ja : A hat­
ványsorból k-szoros differencziálással levezetett hatványsor konver- 
genczia-sugara az eredetiével egyenlő.
III. Ha fix )  tetszőleges végesnemű transzczendens egész függ­
vény, akkor a
^ a llf(n)xcn (3)
n=0
hatványsor összetartási sugara nem lehet kisebb a
2  anxcK (4)
n—0
hatványsor összetartási sugaránál, hol c az egynél nagyobb pozi­
tív egész szám.
Mert ha ismét x  a (4) összetartási körében fekszik, akkor nem­
csak :
2 ' a" !!x  c">
hanem
2  a’> s° !•'' ''
is összetartó, hol s pozitiv és >1, de az egységhez eléggé közel 
van választva.
De h a  f(x)  («.— l ) - e d n e m ű ,  a k k o r  P o i n c a r é  t é t e l é n e k  a l k a l ­
m a z á s á v a l  :
f(n) | <  e" (n >  v).
De ha n  elég nagy, akkor bizonyára :
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tehát
és így
iVl < cn,
gn}1 s°n,
i m  < s°n.
Ebből — úgy mint előbb — következik, hogy a (3) alatti sor 
convergentia-sugara nem kisebb a (4) alattiénál. S ő t:
IV. Ha megint f ( x ) \ > g ,  valahányszor x  pozitív és >  h, 
akkor a szóban forgó sorok összetartási sugara egyenlő.
Alkalmazás : Legyen f (x)  a fenti megszorításnak alávetett tet­
szőleges végesnemű transzczendens egész függvény, mely azonban 
positiv, ha x  pozitív; akkor a
2 f ( n ) x ° n
n=0
hatványsor az egységkörön belül összetartó és a tőle definiált mo- 
nogen analitikai függvényt teljesen ábrázolja, vagy röviden : az
co
egységkör a 2  f(n) x c’1 hatványsortipusra nézve u. n. valódi tér-
n=Q
mészetes határvonal.
Ez kitűnik Lerch * következő tételéből:
Ha
m0, m „ ffl2, . . .
a pozitív egész számok olyan sorozata, melyben minden tag vala­
mennyi utána következőnek osztója, ha továbbá a
*T) ’ » 2^ > • • •
komplex számok valós részei rendre oly
ro> Tu r%> ■ ■ ■
pozitív számok, hogy
co
v = 0
széttartó és ha végre a
i ß  (x) =  C v x m>
________________  i = 0
* Acta Mathematica 10. köt. «Extráit d’une lettre adressée a M. Mittag- 
Leffler#.
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hatványsor az egységkörön belül összetartó: akkor az egységkör 
a ^3(x) hatványsor segítségével definiált monogén analitikai függ­
vényre nézve valódi természetes határvonal.
Nyilvánvaló, hogy a
2 f ( n ) x “n
n — 0
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sor mindeme követeléseknek eleget tesz.
Fehér Lipót.
Math, ós Phys. Társ.
K i m u t a t á s
az 1900 okt. 1-től decz. 15-ig befolgt díjakról.
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évre: Bújk Béla „  ... .... ...
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10 k, P erger József 6 k, T atár Balázs 6 k. Ö sszesen
181)8. évre: A ngheben  A lbin 6  k, Bein Károly 10 k, 
Erdődy Imre 10 k, K em ény X. Ferencz dr. 10 k, Konkoly T lieg e  
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1899. évre: Balog Mór 10 k, B enk ó Imre 6 k, Bogyó  
Sam u 10  k, K. Danch F erencz 6 k, D ietz E. Lajos 6 k, F abinyi 
R ezső dr. 6 k, Gidófalvy G éza 6 k, H ajnal Márton 10 k, H ubatsek  
Alajos 10 k, Kiss E. János 10 k, Korbuly E m il 6 k, Kúthy József  
dr. 6  k, Medveczky István G k, Muraküzy Károly 10 k, N ém eth  
A ntal dr. 6 k. Pap Lajos 6 k. Perjessy L ászló 6  k, Ratkovszky Pál 
G k. Schm idt János dr. 2 k. Steécz G yörgy dr. 6 k, Szabó P éter  
dr. 10 k, Szavkay Ede 10  k. Összesen ... .......................... . ... ...
1900. évre : A nderkó Aurél dr. 10 k, Berkes Im re 10 k, 
B ielek  Miksa 10 k, Bodola László 6 k, B orossy Dávid 6 k, Gsajkás 
M ihály 6 k, Csehély A dolf 6 k, Csemez József 10 k, Dietz E. Lajos 
6 k, Dózsa János G k, D sida Ottó G k, E delm ann  Sebő dr. 6  k, 
E ilend József 6 k, Farkas Gyula dr. G k. F eich tin ger Győző 10 k, 
F élegyházy Antal G k, Ferenczy József G k, Gerecz Lajos 6  k, 
Grexa Lóránt 6 k, Groszbauer József 6 k. G uta József 6 k, H alm i 
János 6  k, Hlatky Miklós 6  k, Hoór Mór dr. 10 k, H oinor István  
6 k, H orváth József dr. 6 k, H őgyes Endre dr. 10 k, Iszlay 
József dr. 10 k, Javorik János G k, Kalecsinszky Sándor  
10 k, Kerekes Dezső 6  k, Keresztély Lajos 6  k, Kherndl A ntal 
10 k, Fr. Kiss Károly 10 k, Kiss Tam ás 6 k, Klimkó Mihály 6  k,
G kor. 
46  kor. 
46 kor.
86 kor. 
160 kor.
Kernt G yula dr. 10 k, Kosztolányi Árpád 6  k, Kurländer Ignácz  
10 k, Lukácsi György 6  k, Lutter János 10  k, Marcsiss János 6 k,
N agy D ezső 10 k, O ndrus Pál 6 k, O szlaczky Szilárd 10 k, P éch  
Aladár 6 k, Pecz Sam u 10 k, Pék János 6  k, Percnyi Kandid 0 k,
P lischka Norbert 6 k, P lusz Pál dr. 10 k, R en n er János 6 k, R óna  
Zsigm ond 10 k, R ózsa István 6 k, Skopál István (3 k, Stark Lipót 
1 0 'k, Steindl Imre 10 k, Steiner Lajos dr. 10  k, Staub Sándor  
10 k, S tom pf László 6  k, Szakmáry József 6  k, Szavkay E de 10  k,
S zekeres Kálmán dr. 10 k, Szem ethy R éla 8 k, Szentm iklóssy  
Jenő 6 k, Szily Kálm án id. 10 k, Szontágh  Gusztáv 6 k, Tolnay  
Lajos 10 k, W eber Márton 6 k, W odeczky József 6 k, Z em p lén  
Győző 10  k, Zorkóczy Sam u 6 k. Ö sszesen .. .._ ....................  540 kor.
IDŐI. évre : Rorossay Dávid 0 k, G oldziher Károly 4  k.
Pap Janos 10 k. Ö sszesen  _  ...........  __ _  .... _  _  20 kor.
Előfizetési díjat f iz e tte k :
1898 1900. évekre a bpesti V. k. áll főreálisk. 30  kor.
1899— 1900. évekre a bpesti I. k. áll. tanítóképző 20 kor.
1900. évre: az aradi áll. főgym n, főreálisk és az áll.
tanítóképző, a bpesti tanárképző gy. fő g y m n ., a pozsonyi főreá l­
iskola, a Magyar Mérnök és Epitész Egylet. Ö sszesen .. 60 kor.
1900— 1901 évekre a podolini kisgym n. 20 kor.
Ö sszesen  befolyt:
Hátralékokból 3 4 4  kor. jan 1-től .........  ._ .._ 1408 kor.
F. és 1901. évi tags, díjakból 566 kor. jan . 1-től 1866 kor.
E lőfizetési díjakból 130 kor. jan. 1-től ... 74-3 kor.
Feichtinger • Győző
pénztárnok.
Budapest, 1900  deczem ber 15-én
